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1. Dany jest trojkat ABC. Na prostej AC wyznacz punkt M taki, ze suma promieni
okregow opisanych na trojkatach ABM oraz C'BM jest najmniejsza. Odpowiedz uza-
sadnij.

Rozwigzanie.

Niech r4 bedzie $rodkiem okregu opisanego na
ABM, za$ r¢o bedzie srodkiem okregu opisanego

na C'BM. Odcinki AB i BC sa cieciwami w tych

okregach, wiec AB < 2r4 oraz BC' < 2r¢, czyli

AB + BC

: (1)

rA+re =

C M A
Jezeli za M przyjmiemy spodek wysokosci opuszcezonej z wierzchotka B trojkata ABC),

to katy BM A, BMC' sa proste, wiecc AB i BC pokrywaja sie ze $rednicami odpo-
wiadajacych okregoéw i nier6wnosé (1) staje sie rownoscia. Zatem M jest szukanym
punktem.

Warto podkresli¢, ze M jest jedynym punktem, dla ktérego AB = 2r4 1 BC = 2r¢,
wiec jedynym punktem dla ktérego suma promieni jest najmniejsza.

2. Dla jakich wartoéci parametru rzeczywistego a wielomian x® — 622 + ax — 8 ma trzy
pierwiastki rzeczywiste x1, xo, r3 spetniajace rownosé
($1—1)2+(l‘2—1)2+($3—1)2:3?

Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.
Stosujac trzykrotnie twierdzenie Bézouta mozemy zapisac

2% — 627 + ar — 8 = b(z — 1) (v — 22)(x — x3). (2)

Ponadto b = 1 jak wynika z poréwnania wspotczynnikow przy x®. Poréwnujac strony
réwnania (2), otrzymujemy

1+ To+x3 =0, X120+ ToTz+ X311 =a, T 1To2T3=3S8.
Stad 2% + 22 + 22 = (11 + 22 + 23)? — 2(2122 + Tox3 + 2371) = 36 — 2a, Wiec
(1= 1)+ (2o —1)°+ (23— 1)* = (z] + 25 +23) — 2(z1 + 29+ 23) +3 = 36 —2a — 12+ 3.

Wyrazenie to jest rowne 3 doktadnie gdy a = 12.
7 powyzszego wynika, ze wielomian z zadania to (v — 2)3.



3. Niech M bedzie maksymalng odlegtoscia, zas m minimalng odleglto$cia miedzy wierz-
chotkami pewnego czworokata wypuktego. Wykaz, ze M > /2 - m.
Rozwigzanie.

Suma katow w czworokacie z zadania wynosi 360°, zatem co najmniej jeden z nich
ma miare > 90°. Oznaczmy wierzchotki tak, by byt to kat ABC. Niech 3 oznacza jego
miare. Skoro 90° < 8 < 180°, to cos 8 < 0. Z twierdzenia cosinusow wynika, ze

|AC|* = |AB|* + |BC|? — 2|AB| - |BC| - cos 3 = |AB|* + |BC|* > m* + m* = 2m?>.
Zatem M > |AC| > /2 -m.

4. Znajdz wszystkie pary liczb catkowitych (a,b) takich, ze dla nieskonczenie wielu
+ N + b0+ N
CI/ — f—
2 2
Rozwigzanie.

Teza jest rownowazna stwierdzeniu, ze 2" dzieli liczbe

2 (o024 (5 2)) =

Zauwazmy na poczatek, ze jeslia+b+1 =0, to 2a+ 1 = —(2b+ 1), wiec dla kazdego
n nieparzystego liczba

(2a+1)"+(2b+1)"=(2a+1)"+ (= (2a+1))"=0

liczb naturalnych n liczba

jest catkowita.

jest podzielna przez 2". Pokazemy, ze to jedyna mozliwosé: kazda para (a, b) spelniajaca
teze zadania spelnia takze réwnanie a + b+ 1 = 0.
Wezmy pare (a, b) speliajaca teze zadania. Ze wzoru Newtona wiemy, ze

n

(20 +1)" = 2"a" + (1

)-2”_1a”_1+---+<nn2) da’+n-2a+ 1.

Wobec tego (2a+ 1)" daje ta sama reszte z dzielenia przez 4 co liczba 2an + 1. Analo-
gicznie rozumujac dla (2b+1)™ stwierdzamy, ze (2a+1)"+ (2b+1)" daje te sama reszte
z dzielenia przez 4 co liczba 2an+1+2bn+1 = 2(a+ b)n+ 2. Jezeli n jest parzyste, to
4 nie dzieli 2(a + b)n + 2. Zatem 4, a tym bardziej 2", nie dzieli (2a 4+ 1)" + (2b+ 1)".

Whioskujemy stad, ze dla nieskoriczenie wielu n nieparzystych liczba (2a + 1)" +
(2b+ 1)™ jest podzielna przez 2". Mozemy teraz wziaé takie n nieparzyste i zastosowaé
wzor skroconego mnozenia

(2a+1)"+(2b+1)" =
2a+1+2b4+1) (2a+1)"" = (2a+1)"*(2b+1)+... — (2a+1)(2b+ 1)" >+ (20 + 1)) .

Liczba (2a + 1)""t — (2a+1)""2(2b+ 1) + ... — (2a + 1)(2b + 1)" "2 + (20 + 1)""1 jest

suma n liczb nieparzystych. Skoro n jest nieparzysta, to i ta liczba jest nieparzysta.
Zatem 2" dzieli liczbe 2a + 1 4+ 2b+ 1 = 2(a + b+ 1). Ta podzielnosé zachodzi dla

nieskoriczenie wielu liczb n. To moze si¢ zdarzy¢ tylko jesli 2(a+ b+ 1) = 0.
Odpowiedz: Zaleznosé z zadania spelniajg pary liczb takich, ze a +b+ 1 =0, czyli

b= —a — 1,1 tylko takie pary. [ il
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