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1. Sposrod osmiu wierzchotkow szescianu wybrano cztery i potaczono je krawedziami.
[le roznych (nieprzystajacych) czworoscian6w mozna w ten sposob uzyskaé¢? Odpowiedz
uzasadnij.

Rozwigzanie.

Dla wierzchotka S szescianu, przez S’ oznaczamy wierzchotek przeciwlegly. Zatozmy
najpierw, ze wybrano pewne dwa korice AB na tej samej krawedzi. Jedyne wierzchotki
szescianu, ktore nie tacza sie z A ani B pewna krawedzia, to wierzchotki A’ i B’. Ale
ABA'B’ jest kwadratem a nie czworoscianem.

Wynika stad, ze wybrano tez pewien wierzchotek le- B’ Al
zacy na krawedzi z A lub z B, niech bedzie to C. Za-
l6zmy (ewentualnie zmieniajac oznaczenia), ze BC' jest c’ D’
rowniez krawedzig szescianu. Niech D bedzie czwartym D C

wierzcholkiem kwadratu ABCD. Ostatni wierzcholek
czworoscianu ABC'X mozemy wybra¢ na cztery spo-
soby: X =A"  X=B,X=C,X=D. A B

1. X = A" W tym przypadku krawedzie czworoscianu maja dtugosci v/3, v/2, v/2,
1,1, 1.

2. X = B'. W tym przypadku krawedzie czworoscianu maja dtugosci v/3, v/2, v/2,

V2,1, 1.

3. X = ('. Ten przypadek jest symetryczny do przypadku X = A’, np. poprzez
symetrie wzgledem plaszczyzny BDB'D'.

4. X = D'. W tym przypadku krawedzie czworoscianu maja dhugosci v2, v/2, v/2,
1,1, 1.

Lacznie otrzymujemy trzy rézne, nieprzystajace, czworosciany.

Zatozmy teraz, ze nie wybrano obu koricow zadnej krawedzi. Niech A bedzie do-
wolnym wybranym wierzchotkiem. Nie wybrano wiec zadnego z trzech wierzchotkow
polaczonych krawedzia z A. Niech A’ bedzie przeciwleglym do niego wierzchotkiem.
Wtedy kazdy z sze$ciu pozostalych wierzchotkow jest drugim konicem krawedzi zaczy-
najacej sie w A lub A’. Wynika stad, ze nie wybrano A’. Pozostaja tylko trzy wierzchotki
do wyboru, a wiec wybrano je wszystkie. Otrzymujemy w ten sposéb czworoscian fo-
remny (ktorego krawedzie maja dtugosci v/2).

Odpowredz: wybierajac jak w zadaniu, mozna otrzymac cztery nieprzystajace czworo-
Sciany.



2. W pola| | ponizej wstawiamy jeden ze znakow < lub >

a+b Je, b+ec[ Ja, cH+al b
Na ile sposobéw mozna to uczyni¢ tak, by otrzymany uktad nieréwnosci miat rozwia-
zanie w liczbach dodatnich a, b, ¢? Odpowiedz uzasadnij.
Rozwigzanie.

Jesli w ktorejs nieréwnosci wstawimy znak ,,<<” to jest dokladnie jeden sposéb do-
stawienia znakéw w pozostatych nieréwnosciach tak, by istnialo rozwiazanie w liczbach
dodatnich. Na przyktad, jesli a + b < c i jesli istnieje rozwiazanie, to a,b < ¢ zatem
b+c>aoraz c+a > D.

Pozostaje przypadek trzech znakow ,,>". W tym przypadku uktad réwniez ma roz-
wigzanie, na przyktad a =b=c=1.

Odpowredz: znaki mozna wstawi¢ na cztery sposoby.

3. Niech d bedzie dodatnia liczba catkowita. Wykaz, ze w ciagu arytmetycznym
d+1, 2d+1, 3d+1, ..., nd+1, ...

jest nieskonczenie wiele liczb ztozonych.
Rozwigzanie.

WeZmy dwa wyrazy naszego ciagu; oznaczmy je jako kd 4+ 1 oraz ld + 1. Wtedy
mamy

(kd+1)(Id+1) = (kld+k+1)d+ 1,

wiec iloczyn tych wyrazow tez lezy w naszym ciaggu. To pokazuje w szczeg6lnosci, ze
liczby ztozone (d + 1)%, (d +1)3, (d + 1)* ...sg wyrazami ciggu. Liczby te sg parami
rozne, bowiem d + 1 > 2.

4. Liczby catkowite dodatnie p, q, 7, a, b, ¢ sa takie, ze kazde z rownan kwadratowych
pri+qr+a=0, ql+re+b=0, rae*+8pr+c=0

ma doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty i kazdy z tych pierwiastkow jest catkowity.
Pokaz, ze wszystkie te trzy pierwiastki sg réwne.

2
2 _ q q
pr+gqr+a=plx+—| +|la——|.
2p 4p

Jesli rownanie pz? + gr + a = 0 ma dokladnie jeden pierwiastek, to a — ¢*/4p = 0

Rozwigzanie.
Zachodzi

oraz ten pierwiastek to z; = —¢/2p. Analizujac podobnie drugie i trzecie rownania
znajdujemy ich jedyne pierwiastki zg = —r/2q oraz x3 = —8p/2r.
Z zatozenia, wszystkie trzy liczby x1, xo, r3 sg catkowite. Wynika stad, ze 2p dzieli
q, ze 2q dzieli r i ze 2r dzieli 8p. Wszystkie te liczby sa dodatnie, zatem zachodzi 2p < ¢,
2q < r oraz 2r < 8p. Laczac te nieréwnodci, otrzymujemy
8p < 4q < 2r < 8p,
a zatem 8p = 4q = 2r. Wyliczamy stad, ze v1 = 2o = 3 = —1.
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