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1. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n < 2016 takie, ze liczba n? ma identyczne i rézne
od zera dwie ostatnie cyfry w zapisie dziesietnym.
Rozwigzanie

Przede wszystkim znajdziemy wszystkie mozliwe dwie ostatnie cyfry. Jezeli liczba n?
koticzy sie cyframi aa, to jej reszta z dzielenia przez 10 jest roéwna a.

Jakie reszty moze dawaé n? przy dzieleniu przez 10? Reszta ta zalezy jedynie od reszty
n przy dzieleniu przez 10. Sprawdzajac przypadki n = 0,1, 2, 3,4, 5,6,7, 8,9 stwierdzamy,
ze n? moze daé reszte 0, 1, 4, 9 lub 5. Na marginesie warto dodaé, ze wystarczy spraw-
dza¢ n=0,1,2,3,4,5, gdyz 10 — n daje te samq reszte co n.

Wracamy do rozwiazania zadania. Mamy a € {0,1,4,5,9}. Wartos¢ a = 0 jest wy-
kluczona w tresci zadania. Zatem a € {1,4,5,9}.

Skoro 100 dzieli sie przez 4, to reszta z dzielenia liczby n? przez 4 jest taka sama jak
reszta liczby 10a + a = 11a. Sprawdzamy jak poprzednio, Ze n? moze dawaé reszte 0 lub
1 z dzielenia przez 4. Liczba 11a daje reszte 3,0, 3,3 dla a = 1,4,5,9 odpowiednio. Stad
wniosek, ze a = 4, czyli n? koriczy sie mickiewiczowskimi cyframi 44.

Skoro n? ma ostatnig cyfre 4 to ostatnia cyfra n to 2 lub 8. Rozwazmy dwa przypadki:

1. n = 100a 4 10b + 2 dla 0 < b < 9. Wtedy reszta z dzielenia przez 100 liczby n?
jest taka sama, jak reszta liczby 400 + 4, czylib=11in = 100a + 12 lub tez b = 6
in =100a + 62.

Aby n < 2016 w pierwszym przypadku musi zachodzi 0 < a < 20, co daje 21
rozwigzan, zas w drugim zachodzi 0 < a < 19, co daje dalsze 20 rozwigzan.

2. n = 100a+10b+8 dla 0 < b < 9. Jak poprzednio, obliczamy, ze reszta n? z dzielenia
przez 100 jest taka sama, jak reszta liczby 1600 4 64 czy 60b + 64. By reszta ta
wyniosta 44 musi zachodzi¢ b = 3 lub b = 8. Wtedy n = 100a+88 lub n = 100a+38.
Daje to tacznie 40 mozliwych rozwiazari.

Odpounedz: Sq to liczby postaci 100a + 12 dla catkowitego nieujemnego a < 20 oraz liczby
postaci 100a + 38, 100a + 62, 100a + 88 dla catkowitego nieujemnego a < 19. Lqcznie
takich liczb jest 81.



2. Na kazdym z bokéw trojkata ABC' zaznaczono po dwa punkty dzielace ten bok na
trzy réwne czesci. Pokaz, ze jesli istnieje okrag przechodzacy przez sze$é zaznaczonych
punktow, to trojkat ABC jest rownoboczny.

Rozwigzanie, sposob [

Zalozmy, ze okrag z zadania istnieje i oznaczmy jego srodek przez O. Oznaczmy
przez X, Y zaznaczone punkty lezace na boku AB; wtedy AX = XY =YB = %AB.
Mamy OX = OY, wiec O lezy na symetralnej odcinka XY. Symetralna ta pokrywa
sie z symetralng odcinka AB, wiec O lezy na symetralnej odcinka AB, czyli OA = OB.
Powtarzajac rozumowanie dla boku BC| stwierdzamy, ze OB = OC), czyli O jest srodkiem
okregu opisanego na trojkacie ABC.

Oznaczmy przez R dtugo$¢ promienia okregu 0

opisanego na trojkacie ABC, za$ przez r dhu-

gos¢ promienia okregu przechodzacego przez R r hap

sze$¢ punktoéw. Wreszcie oznaczmy przez hap B

odleglos¢ punktu O od boku AB. h e : % 3

7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
2

1,2\’ 1
R? = h%p + (éAB> , oraz 1’ =hip+ <6AB>

Obliczamy stad, ze

R? —1r? = (i—%)-AB{

wiec AB = ,/%(RQ — 12). Analogicznie wyliczamy, ze BC' i C'A takze maja te dlugosc,
zatem trojkat ABC' jest rownoboczny.
Rozwigzanie, sposob I, na podstawie rozwigzania Damiana Werpachowskiego

Bardzo przydatne w tym zadaniu (i nie tylko) moze by¢ twierdzenie o siecznych:

Twierdzenie 1. Niech A, B, C, D bedq czterema punktami na okregu, a P bedzie punk-
tem przeciecia prostych AB 1+ CD. Wtedy AP - BP =CP - DP.

Szkic dowodu.

Zatozmy, ze P lezy poza okregiem (drugi przypa-
dek jest analogiczny). Ustalmy oznaczenia tak, ze
A lezy na odcinku BP i D lezy na odcinku C'P.
Wtedy ABC'D jest czworokatem wypuklym wpisa-
nym w okrag. Zachodzi <PAD = 180°—<BAD =
<IBCD = <BCP oraz <PDA = 180° —<CDA =
<CBA = <CBP. Wobec tego trojkaty PAD
i BC'P sa podobne i zachodzi

rPA  PC

PD ~ PB’

stad teza. n

Oznaczmy przez X;, Xy zaznaczone punkty lezace na boku AB, za$ przez Yi, Yo

zaznaczone punkty lezace na boku AC. Oznaczmy przez o okrag przechodzacy przez 6
punktow z zadania.



Prosta AB przecina okrag o w punktach X7, X, zas prosta AC' przecina go w punktach
Y1, Ys. Z twierdzenia o siecznych wynika, ze

AXy - AXy = AY; - AY,.

Ale AX; - AX, = % . %ABQ, zas AY) - AY; = % . %ACQ. Otrzymujemy réownosé¢ AB? =
AC?, a wiec i AB = AC. Analogicznie rozumujac dla bokéw AC i BC oraz punktu C

stwierdzamy, ze AC' = BC'. Lacznie AB = AC = BC, co dowodzi réwnobocznosci.

3. Wykaz, ze dla niekoriczenie wielu nieparzystych liczb naturalnych m liczba m? + 2™
nie jest pierwsza.
Rozwigzanie, sposob [

Jezeli m jest nieparzyste, to 2™ +1 = (24 1)(...) jest podzielna przez 3, wiec 2™ daje
reszte 2 z dzielenia przez 3. Jezeli m daje reszte 1 z dzielenia przez 3, to m = 3k 4+ 1 dla
catkowitego k. Wtedy m? = (3k + 1)? = 3(k* + 2k) + 1 rowniez daje reszte 1 z dzielenia
przez 3.

Jezeli m = 6k+1 to oba poprzednie warunki zachodza, wiec m?+2™ daje reszte 1+2,
czyli 0, z dzielenia przez 3. Oczywiscie dla m > 1 mamy m?+2™ > 142 = 3, wicc liczba
m? + 2™ nie jest pierwsza.

Rozwigzanie, sposob 11

Powyzsze rozwiazanie znacznie wygodniej zapisa¢ za pomoca kongruencji. Piszemy
a = b (mod 3) na oznaczenie faktu, ze liczby a i b daja rowne reszty z dzielenia przez 3.
Dla m = 6k + 1, gdzie k € Z, mamy

om =26k .9 = 4% .2=13%.2=2 (mod 3).

m?=(6k+12=1 =1 (mod 3)

zatem 2™ +m? =2+ 1 = 0 (mod 3). Skoro dla k¥ > 0 mamy 2™ + m? > 3 i podzielne
przez 3, to liczba ta nie jest pierwsza.

4. Na jednym z pol nieskoriczonej szachownicy stoi pionek. Ania i Piotrek graja w gre.
W kazdym ruchu Ania przesuwa pionek ruchem wielkiego skoczka (patrz ponizej), zas Pio-
trek pieciokrotnie ruchem krola szachowego. Ruchy wykonuja oni naprzemiennie, zaczyna
Piotrek. Ania wygrywa, jezeli pionek ponownie stanie na polu, na ktérym juz wczesniej
stawal. Uzasadnij, ze zawsze moze ona ograé¢ Piotrka w skonczenie wielu ruchach.

Uwaga: ruch wielkiego skoczka przesuwa pionek o jeden rzqd 1 2016 kolumn lub o jedng
kolumne 1 2016 rzedow. Ruch krola szachowego przesuwa pionek na dowolne pole sgsia-
dujgce bokiem lub rogiem z danym polem.

Rozwigzanie.

Strategia Ani bedzie, nieformalnie méwigc, maksymalne przyblizanie sie do pola star-
towego tak, by cala gra rozgrywata sie tylko na skonczenie wielu polach. Formalne sfor-
mutowanie tej intuicji wymaga nieco oznaczen.

Wprowadzmy uktad wspohrzednych i ustalmy, ze startowe pole ma wspotrzedne (0, 0).
Dla pola p = (z,y) oznaczmy |p| := ||+ |y| 1 nazwijmy to umownie odlegtoscig p od pola



startowego. Przy ruchu Piotrka ta odlegtosé rosnie o co najwyzej 10, zas przy ruchu Ani
rosnie ona o co najwyzej 2017.
Strategia Ani jest nastepujaca:

1. jezeli pionek stoi na polu p = (z,y) takim, ze x > 2016 to wykonuje ona ruch na
pole ¢ = (x — 2016,y + 1). Odleglos$¢ zmniejsza sie o co najmniej 2015.

2. jezeli pionek stoi na polu p = (z,y) takim, ze z < —2016 to wykonuje ona ruch na
pole ¢ = (x + 2016,y + 1). Odlegtosé zmniejsza sie o co najmniej 2015.

3. jezeli pionek stoi na polu p = (z,y) takim, ze y > 2016, to wykonuje ona ruch na
pole ¢ = (z + 1,y — 2016). Odleglos¢ zmniejsza sie o co najmniej 2015.

4. jezeli pionek stoi na polu p = (z,y) takim, ze y < —2016, to wykonuje ona ruch na
pole ¢ = (z + 1,y + 2016). Odlegtosé zmniejsza sie o co najmniej 2015.

5. jezeli zaden z poprzednich warunkow nie zaszedt, Ania wykonuje dowolny ruch.

W ostatnim przypadku |z| < 2015 i |y| < 2015, wiec odlegtos¢ p od pola startowego
wynosi co najwyzej 2-2015. Wobec tego odleglo$é q od pola startowego wynosi co najwyzej
3-2015+ 1.

Dla kazdego n oznaczmy przez B(n) zbior pol p = (z,y) takich, ze |z| + |y| < n.
Rozwazmy zbior B(4 - 2015 + 1). Zauwazmy, ze zaczynajac od kazdego pola tego zbioru
Ania przechodzi do pola ze zbioru B(3 - 2015 + 1).

Z drugiej strony kazdy ruch Piotrka z B(3 - 2015 + 1) przechodzi do B(3 - 2015 + 11)
zawartego w zbiorze 3(4-20154 1). Zatem Ania stosujac swa strategie sprawia, ze pionek
nigdy nie wychodzi ze skoriczonego zbioru pol B(4 - 2015 + 1). Skoro tak, to w pewnym
momencie musi on stanaé¢ drugi raz na juz odwiedzonym polu. Nastapi to po mniej niz

|B(4 - 2015 + 1)| < (8 -2015 + 3)2 + 1 ruchach.
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