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1. Dane sg cztery liczby dodatnie a, b, ¢, d. Wykazaé, ze przynajmniej jedna z liczb
a+b+c b+c+d a+c+d a+b+d
d a b c

jest nie wieksza od 3 i przynajmniej jedna jest nie mniejsza od 3.

Rozwigzanie.
Zatozmy, ze kazdy z utamkoéw rozpatrywanych w zadaniu jest mniejszy od 3. Za-
chodza wtedy nieréwnosci

a+b+c<3d, b+c+d<3a, a+c+d<3b, a+b+d<3c.

Dodajac je stronami otrzymujemy 3a + 30 + 3¢ + 3d < 3a + 3b + 3c + 3d, a wiec
uzyskujemy sprzecznosé. Analogicznie wykazujemy, ze rozpatrywane utamki nie moga
by¢ jednoczesnie wieksze od 3.

2. Kazdemu wierzchotkowi szescianu A, B1C1 Dy As BoCoy Do przypisano liczbe zero lub
jeden. Jedynki przypisano dwoém przeciwlegtym wierzchotkom podstawy A; i C, zas
wszystkim pozostalym przypisano zera. Przez ,ruch* rozumiemy dodanie jedynki do
liczb przypisanych koricom wybranej krawedzi sze$cianu. Czy po wykonaniu pewnej
ilogci ,ruchow* mozna uzyskaé rowne liczby w kazdym wierzchotku szescianu?
Rozwigzanie.

Pokolorujmy wierzchotki sze$cianu na czerwono i niebiesko tak jak na rysunku.
Zauwazmy, ze kazda krawedz ma koice réznych kolorow.
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Suma liczb przypisanych wierzchotkom czerwonym wynosi 2, za$ suma liczb przypi-
sanych wierzchotkom niebieskim wynosi 0. Kazdy ,ruch® powoduje dodanie jedynki
do jednego wierzchotka niebieskiego i dodanie jedynki do jednego wierzchotka czerwo-
nego. Zatem dla dowolnej liczby naturalnej k, po wykonaniu k-,ruchéw” suma liczb
przypisanych wierzchotkom niebieskim jest réwna k, zas suma suma liczb przypisa-
nych wierzchotkom czerwonym jest réwna k + 2. Tak wiec nie jest mozliwe otrzymanie
rownych liczb przy kazdym wierzchotku.

3. Uzasadnié, ze nie istnieje taka liczba pierwsza p i liczba x, ze liczby
r, x+p, xz+2p—1

sa kwadratami liczb catkowitych dodatnich.
Rozwigzanie.
Zatozmy, ze istnieja liczby catkowite dodatnie a, b, ¢ oraz liczba pierwsza p takie, ze

r=a% r4+p=b, z+2p—1=c"

Odejmujac stronami dwie pierwsze réwnosci otrzymujemy p = b* —a? = (b—a)(b+a).
Poniewaz p jest liczbg pierwsza oraz 0 < b—a < a+b, wiecb—a=11ip=a+0b.
Uwzgledniajac to w ostatniej zaleznosci otrzymujemy

C=x+2p-1=ad>+2(a+b)—1=a*>+22a+1)—1=a*+4a+1=(a+2)* -3,

stad ¢ < a+2. Z drugiej strony mamy p > 1, wiec ¢ = x+2p—1 > x+p = (a+1)?, czyli
a+1 < c < a+ 2. Liczba catkowita c lezy pomiedzy kolejnymi liczbami catkowitymi
a+1,a+ 2, sprzecznosc.

Alternatywne zakoriczenie rozwigzania: po zauwazeniu, ze ¢ = (a+ 2)2 — 3 przepi-
sujemy to rownanie jako

3=(@+2-c=(a+2—-c)a+2+ec),

stad a—c+2 =11ia+c+2 = 3. Ukltad ten ma doktadnie jedno rozwigzanie a = 0,c =1,
stgd p = b2, sprzecznosé.

4. Krawedzie AB, AC' i AD czworo$cianu ABC'D sa $rednicami trzech kul. Wykazaé,
ze Sciana BC'D jest zawarta w sumie tych kul (tzn. kazdy punkt tej $ciany nalezy do
wnetrza lub brzegu pewnej z tych kul).

Rozwigzanie.

Rozwazmy rzut czworoscianu oraz kul na ptaszczyzne BC'D. Niech S oznacza rzut
wierzchotka A. Rzuty kul sa kotami, ktorych srednicami sa odcinki BS,C'S oraz DS.
Wystarczy zatem wykazac, ze kota te pokrywaja trojkat BC'D. Oznaczmy sume kot
przez F. Zauwazmy, ze moga by¢ rézne potozenia punktu S wzgledem trojkata BC D:



Niech Sg, S¢, Sp beda rzutami punktu S na boki C'D, DB, BC' odpowiednio. Skoro
<SSpC = 90°, to punkt Sp lezy na okregu o $rednicy SC, wiec trojkat SSpC' zawiera
sie w F (uwaga: moze sie zdarzy¢ np. Sp = C, wtedy SSpC jest odcinkiem, ale nie
zmienia to naszego rozumowania). Analogicznie trojkat SSpD zawiera sie w F. Trojkat
CS D, niezaleznie od potozenia punktu S jest pokrywany przez trojkaty SSpC, SSgD,
wiec ACSD zawiera si¢ w F. Analogicznie trojkaty DSB, BSC zawieraja sie w F.

Pozostaje sprawdzi¢, ze, niezaleznie od potozenia punktu S, trojkaty DSB, BSC),
CSD pokrywaja ABCD.

Rozwigzanie I, oparte na pomysle Daniela Fiedosiuka

Zanotujmy najpierw proste spostrzezenie: jezeli AB jest srednicg kuli, zas punkt C'
jest taki, ze <ACB = 90°, to C nalezy do brzegu ww. kuli.

Niech S oznacza rzut punktu A na plaszczyzne BCD, za$ Sg, Sc, Sp oznaczaja
rzuty punktu A na proste C'D, DB, BC odpowiednio. Wtedy

qASB = <AS¢cB = <ASpB = 90°,

wobec tego punkty S,S¢,Sp, B leza na kuli o §rednicy AB, wiec caly czworokat
SScSpB zawiera sie w tej kuli (uzywamy tutaj faktu, ze kula jest wypukta. Uwaga:
suma trzech kul nie jest zwykle wypukta). Analogicznie czworokat SSpSpC' zawiera
sie w kuli o §rednicy AC' oraz czworokat SSgScD zawiera sie w kuli o §rednicy AD.

Teraz zauwazmy, ze, niezaleznie od polozenia punktu S trojkat BSC zawiera sie
w sumie trojkatow BSSp oraz CSSp, wiec zawiera sie w sumie kul. Tak samo w sumie
kul zawieraja sie trojkaty C'SD oraz DSB, a wiec i caly czworokat BC'D.S (ten ostatni
wniosek warto przemysle¢ dokltadnie).

111 rozwigzanie

Skorzystamy ze znanej wtasnosci katéow opartych na srednicy okregu. Otoz katy pro-
ste maja wierzcholtki na okregu, katy rozwarte wewnatrz kota ograniczonego okregiem,
za$ ostre na zewnatrz kota.

Rozwazmy rzut czworoscianu oraz kul na ptaszczyzne BC'D. Niech S oznacza rzut
wierzchotka A. Rzuty kul sg kotami, ktoérych srednicami sa odcinki BS,C'S oraz DS.



Wystarczy zatem wykazaé, ze kota te pokrywaja trojkat BC'D. Rozwazymy osobno
przypadek, gdy S nalezy do trojkata BC'D oraz gdy S lezy poza tym trojkatem. Niech
teraz X bedzie dowolnym punktem tréjkata BC'D i zalézmy, ze S nalezy do trojkata
BCD. Punkt X nalezy wowczas do jednego z trojkatow BSC, C'SD lub BSD. Zal6zmy,
ze np. X nalezy do BSD.
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IBXS +<1SXD + <DXB = 360°,

Wowcezas

i kazdy z powyzszych katéw ma miare mniejsza od 180°. Zauwazmy, ze przynajmniej
jeden z katow <BX S lub <D XS jest rozwarty. W przeciwnym razie zachodzi nieréw-
nos¢ <BXS 4+ <aDXS < 180° a wiec <BXD > 180°, co jest niemozliwe. Jesli np. kat
<IBXS jest rozwarty, to oczywiscie X nalezy do kota, ktérego $rednica jest BS.

Zatozmy, ze S lezy poza trojkatem BCD. Lezy on oczywiscie w jednym z obszarow
wyznaczonych przez katy wewnetrzne lub zewnetrzne trojkata BC'D. Przypusémy np.,
ze S nalezy do obszaru ograniczonego ramionami kata <BC'D.
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Zatozmy, ze X lezy po tej samej stronie prostej C'S co wierzchotek B. Mamy wow-
czas

ISXB +<1SXC +<aBXC = 360°,

a wiec (podobnie jak wyzej) przynajmniej jeden z katow <SX B lub <SXC jest roz-
warty. Jesli jest nim <SXB, to X lezy w kole o $rednicy SB. Jesli zas jest to kat
ISXC, to X lezy w kole o srednicy SC. Analogicznie rozumujemy, gdy X po tej sa-
mej stronie prostej C'S co wierzchotek C'. Jesli X lezy na prostej XC, to oczywiscie X
nalezy do kota o srednicy C'S.



Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy S lezy w obszarze wyznaczonym przez ze-
wnetrzny kat wierzchotkowy miedzy prostymi w ktorych zawarte sa dwa boki trojkata
BCD.

B C

Przypusémy, ze S lezy w zewnetrznym kacie miedzy prostymi BD i C'D. Wéwcezas troj-
kat BC'D jest catkowicie zawarty w trojkacie BSC' i podobnie jak wyzej przynajmniej
jeden z katow <BXS lub <CXS jest rozwarty. Jesli np.<C XS jest rozwarty, to X
nalezy do kota o srednicy C'S.
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