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1. Niech {an} b ↪edzie ci ↪agiem określonym wzorem

an = 1 +
1

n(n + 2)
, dla n > 1.

Niech A b ↪edzie zbiorem wszystkich możliwych iloczynów różnych wyrazów tego ci ↪agu. Czy
zbiór A jest ograniczony z góry? Odpowiedź uzasadnić.

Rozwi ↪azanie

Rozważmy dowoln ↪a liczb ↪e a ∈ A. Niech 1 6 n1 < n2 < · · · < nk = m b ↪ed ↪a takie, że

a = an1 · an2 · . . . · ank
.

Ponieważ aj > 1 dla j > 1 oraz

aj =
j2 + 2j + 1

j(j + 2)
=

(j + 1)2

j(j + 2)
,

wi ↪ec

a 6 a1 · a2 · . . . · am =
22

1 · 3
· 32

2 · 4
· . . . · (m + 1)2

m · (m + 2)

=
2 · [(m + 1)!]2

m! · (m + 2)!
=

2(m + 1)

m + 2
< 2.

Zbiór A jest zatem ograniczony z góry liczb ↪a 2. �

2. Wykazać, że jeśli p1, p2, . . . , p56 s ↪a liczbami pierwszymi wi ↪ekszymi od 7, to liczba

p 6
1 + p 6

2 + · · · + p 6
56

jest podzielna przez 56.

Rozwi ↪azanie

Zauważmy, że dla dowolnej liczby p:

p6 − 1 = (p3 − 1)(p3 + 1) = (p− 1)(p + 1)(p2 + p + 1)(p2 − p + 1).

Jeśli p jest liczb ↪a nieparzyst ↪a, to p − 1 i p + 1 s ↪a kolejnymi liczbami parzystymi, a wi ↪ec ich
iloczyn jest podzielny przez 8. W szczególności, 8 | p6 − 1 dla dowolnej liczby nieparzystej
p. Zabadajmy teraz podzielność p6 − 1 przez 7. Niech p b ↪edzie liczb ↪a niepodzieln ↪a przez 7,
tzn. p = 7k + r, gdzie r ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zauważmy, że kolejno dla r = 1, 2, 3, 4, 5, 6 przez
7 podzielne s ↪a liczby: p − 1, p2 + p + 1, p2 − p + 1, p2 + p + 1, p2 − p + 1, p + 1. Tak wi ↪ec,
7 | p6−1 dla dowolnej liczby p niepodzielnej przez 7. W konsekwencji 56 | p6−1 dla dowolnej
nieparzystej i niepodzielnej przez 7 liczby p. St ↪ad wnosimy, że jeśli liczby p1, p2, . . . , p56 s ↪a
pierwsze i wi ↪eksze od 7, to liczba

p 6
1 + p 6

2 + · · · + p 6
56 = (p 6

1 − 1) + (p 6
2 − 1) + · · · + (p 6

56 − 1) + 56

jest podzielna przez 56.
�
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3. Dany jest czworok ↪at wypuk ly ABCD, którego wierzcho lki należ ↪a do pewnego okr ↪egu
i |BC| = |CD|. Niech |AB| = x, |AD| = y, |AC| = z. Udowodnić, że

z >
x + y

2
oraz wyznaczyć pole tego czworok ↪ata w zależności od x, y i z.

Rozwi ↪azanie

I sposób

Niech E b ↪edzie punktem prostej AB, leż ↪acym na
zewn ↪atrz czworok ↪ata ABCD takim, że |BE| =
|AD| = y. Zauważmy, że ]EBC = 180◦ −
]ABC = ]ADC. Ponieważ |BE| = |AD| i
|BC| = |CD|, trójk ↪aty EBC i ACD s ↪a przys-
taj ↪ace. W szczególności mamy |AC| = |CE|.
Niech H b ↪edzie teraz spodkiem wysokości trójk ↪ata
równoramiennego AEC opuszczonej z wierzcho lka
C. Zauważmy, że AC jest przeciwprostok ↪atn ↪a w
trójk ↪acie prostok ↪atnym ACH oraz |AH| = (x +
y)/2. Tak wi ↪ec

z >
x + y

2
.

Z przystawania trójk ↪atów EBC i ACD wynika, że
pola czworok ↪ata ABCD i trójk ↪ata AEC s ↪a sobie
równe. Z  latwości ↪a stwierdzamy, że pole trójk ↪ata
AEC wynosi:

x + y

2

√
z2 −

(
x + y

2

)2

=
1

2
(x+y)z

√
1 −

(
x + y

2z

)2

.

II sposób

K ↪aty ]CAD i ]CAB oparte s ↪a na  lukach równej d lugości, wi ↪ec s ↪a równe. Oznaczmy ich
miar ↪e przez α oraz niech |BC| = |CD| = a. Z twierdzenia cosinusów zastosowanego do
trójkatów ABC i ACD wynikaj ↪a równości:

a2 = x2 + z2 − 2xz cos α

a2 = y2 + z2 − 2yz cos α.

Odejmuj ↪ac je stronami otrzymamy równość:

(x− y)(x + y − 2z cos α) = 0,

z której wynika, że z cos α = (x + y)/2 lub x = y. Ponieważ α < 90◦, wi ↪ec cos α < 1
i tym samym w pierwszym przypadku otrzymujemy z > z cos α = (x+y)/2. Jeśli natomiast
x = y, to trójk ↪aty ABC i ADC s ↪a przystaj ↪ace, co z kolei oznacza, że AC jest średnic ↪a okr ↪egu
opisanego na czworok ↪acie ABCD. St ↪ad oczywíscie wynika, że z > x = (x + y)/2.

Pole czworok ↪ata ABCD jest sum ↪a pól trójkatów ABC i ACD, tzn.

1

2
xz sin α +

1

2
yz sin α =

1

2
(x + y)z

√
1 − cos2 α =

1

2
(x + y)z

√
1 −

(
x + y

2z

)2
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4. W każde pole kwadratowej tablicy 8 × 8 wpisano po jednej liczbie w taki sposób, że
w każdym wierszu i w każdej kolumnie wpisane liczby tworz ↪a ci ↪agi arytmetyczne. Suma
liczb wpisanych w cztery narożne pola tablicy jest równa S. Wyznaczyć sum ↪e wszystkich
wpisanych liczb.

Rozwi ↪azanie

Ponumerujmy kolejne wiersze i kolumny tablicy liczbami 1, 2, . . . , 8, a nast ↪epnie oznaczmy
przez aij liczb ↪e wpisan ↪a w pozycji (i, j). Zauważmy, że dla liczb wpisanych w i-tym wierszu
zachodz ↪a równości:

ai1 + ai8 = ai2 + ai7 = ai3 + ai6 = ai4 + ai5.

Suma liczb i-tego wiersza wynosi zatem 4 ·(ai1 +ai8). Analogicznie, suma liczb j-tej kolumny
jest równa 4 · (a1j + a8j). Tym samym suma S wszystkich liczb tablicy jest równa:

S = 4 · [(a11 + a18) + (a21 + a28) + (a31 + a38) + (a41 + a48)

+ (a51 + a58) + (a61 + a68) + (a71 + a78) + (a81 + a88)]

= 4 · (a11 + a21 + · · · + a81) + 4 · (a18 + a28 + · · · + a88)

= 16 · (a11 + a81) + 16 · (a18 + a88) = 16S.
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