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1. Niech {a,} bedzie ciagiem okreslonym wzorem

Ap =

1

— dl > 1.
n(n+2)’ an

1+

Niech A bedzie zbiorem wszystkich mozliwych iloczynéow réznych wyrazéw tego ciagu. Czy
zbiér A jest ograniczony z géry? Odpowiedz uzasadnic.

Rozwiqzanie

Rozwazmy dowolna liczbe a € A.

Poniewaz a; > 1 dla j > 1 oraz
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Zbior A jest zatem ograniczony z géry liczba 2. O
2. Wykazaé, ze jesli pi, pa, ..., pse sa liczbami pierwszymi wigkszymi od 7, to liczba

jest podzielna przez 56.

Rozwigzanie

Py 4 DS+ e+ i

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby p:

P’ =1= -1’
Jesli p jest liczba nieparzysta, to

+1)=(@-1e+1)@"+p+ )P -p+1).
p—11p+ 1 sakolejnymi liczbami parzystymi, a wiec ich

iloczyn jest podzielny przez 8. W szczegdlnosei, 8 | p® — 1 dla dowolnej liczby nieparzystej
p. Zabadajmy teraz podzielnosé p® — 1 przez 7. Niech p bedzie liczba niepodzielna przez 7,
tzn. p =Tk +r, gdzie r € {1,2,3,4,5,6}. Zauwazmy, ze kolejno dla r = 1,2,3,4,5,6 przez
7 podzielne sa liczby: p— 1, p> +p+1,p> —p+ 1, p> +p+ 1, p*> —p+ 1, p+ 1. Tak wiec,
7 | p®—1 dla dowolnej liczby p niepodzielnej przez 7. W konsekwencji 56 | p° —1 dla dowolne;
nieparzystej i niepodzielnej przez 7 liczby p. Stad wnosimy, ze jesli liczby p1,pa, ..., ps6 sa

pierwsze i wieksze od 7, to liczba

pY APyt + D

jest podzielna przez 56.
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3. Dany jest czworokat wypukly ABCD), ktérego wierzcholki naleza do pewnego okregu
i |BC| =|CD|. Niech |[AB| =z, |AD| =y, |AC| = z. Udowodni¢, ze

Z>x+y

oraz wyznaczy¢ pole tego czworokata w zaleznosci od x,y i 2.
Rozwigzanie

1 sposob

Niech FE bedzie punktem prostej AB, lezacym na
zewnatrz czworokata ABCD takim, ze |BE| =

|AD| = y. Zauwazmy, ze {EFBC = 180° —
LABC = LADC. Poniewaz |BE| = |AD| i

|BC| = |CD]|, tréjkaty EBC i ACD sa przys-
tajace. W szczegélnosci mamy |AC| = |CE|.

Niech H bedzie teraz spodkiem wysokosci trojkata
rownoramiennego AFEC' opuszczonej z wierzchotka

C. Zauwazmy, ze AC jest przeciwprostokatna w D
tréjkacie prostokatnym ACH oraz |AH| = (z +

y)/2. Tak wiec B

r+y
> .
® 2

Z przystawania trojkatéow EBC i AC'D wynika, ze A
pola czworokata ABCD i tréjkata AEC sa sobie

rowne. 7 tatwodcia stwierdzamy, ze pole tréjkata

AEC wynosi:
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11 sposob

Katy £CAD i LCAB oparte sa na tukach réwnej dlugosci, wiec sa réwne. Oznaczmy ich
miare przez « oraz niech |BC| = |CD| = a. Z twierdzenia cosinuséw zastosowanego do
tréjkatéw ABC' i1 AC'D wynikaja réwnosci:

a’> =22+ 22 — 2xzcosa

a?=y®+ 22 — 2yzcosa.
Odejmujac je stronami otrzymamy rownosc:
(x —y)(r+y—2zcosa) =0,
z ktorej wynika, ze zcosa = (z + y)/2 lub x = y. Poniewaz o < 90°, wiec cosa < 1
i tym samym w pierwszym przypadku otrzymujemy z > zcosa = (x+y)/2. Jedli natomiast
x =y, to trojkaty ABC' i ADC sa przystajace, co z kolei oznacza, ze AC' jest srednica okregu

opisanego na czworokacie ABC'D. Stad oczywiscie wynika, ze z > = = (x + y)/2.
Pole czworokata ABC'D jest suma pol trojkatow ABC i ACD, tzn.
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4. W kazde pole kwadratowej tablicy 8 x 8 wpisano po jednej liczbie w taki sposéb, ze
w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie wpisane liczby tworza ciagi arytmetyczne. Suma
liczb wpisanych w cztery narozne pola tablicy jest réwna S. Wyznaczy¢ sume wszystkich
wpisanych liczb.

Rozwiqzanie

Ponumerujmy kolejne wiersze i kolumny tablicy liczbami 1,2, ...,8, a nastepnie oznaczmy
przez a;; liczbe wpisana w pozycji (4, j). Zauwazmy, ze dla liczb wpisanych w i-tym wierszu
zachodza réwnosci:

@j1 + A8 = Qg2 + Q7 = A3 + Aie = Qg + Q5.
Suma liczb i-tego wiersza wynosi zatem 4- (a;; +a;3). Analogicznie, suma liczb j-tej kolumny
jest réwna 4 - (a; + ag;). Tym samym suma S wszystkich liczb tablicy jest réwna:

S =4-[(a11 + ais) + (as1 + ass) + (az1 + ass) + (as + ass)
+ (as1 + asg) + (ag1 + aes) + (a71 + ars) + (ag; + ass)]
=4- (a1 +an+---+as)+4-(a1s+as+ -+ ass)
=16 (a1 + ag1) + 16 - (a15 + ags) = 16S.



