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1. Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb szesciocyfrowych o niezerowych cyfrach i takich,
ze suma trzech pierwszych cyfr jest rowna sumie trzech ostatnich. Na przykiad, liczba 232115
jest elementem zbioru A poniewaz 2+3+2=1+1+05.

Wykazaé, ze suma wszystkich liczb ze zbioru A jest podzielna przez 1001.

Rozwiqzanie

Rozwazmy dowolna liczbe szedciocyfrowa abedef € A. Mozliwe sa dwa przypadki:
1. abc = def. Wtedy abcdef = abcabe = abc + 1000 - abc = 1001 - abe.
2. abc # def. Wtedy jednak defabc € A oraz

abedef + de fabe = 1000 - abc + def + 1000 - def + abe = 1001 - (abe + def)

Zbior A sklada sie z wszystkich liczb postaci abcabe (przypadek 1) oraz liczb, ktére mozna
ustawié pary (abcdef, defabc), w ktérych abe # def oraz a + b+ c = d+ e+ f (przypadek
2). Z powyzszego wynika zatem, ze suma wszystkich liczb ze zbioru A jest podzielna przez
1001. OJ

2. Liczby a i b sa takie, ze réwnanie 22 + ax + b = 0 ma dwa niezerowe pierwiastki bedace
liczbami catkowitymi. Rozstrzygnaé czy a? + (b — 1)? moze by¢ liczba pierwsza?

Rozwiqzanie

Niech 1, 25 beda niezerowymi catkowitymi pierwiatkami tréjmianu kwadratowego x2?+az+b.
Mamy

T1+ 29 = —a oraz x1T9 = b.

Stad
a?+(b—1)? = (21 +22)* + (1120 — 1)? = 27 + 23 + 20l + 1 = (22 + 1)(a3 + 1).

Poniewaz 3 +1 > 21 22 + 1 > 2 sa liczbami catkowitymi, wiec a® + (b — 1)? nie jest liczba
pierwsza. O

3. Na bokach trojkata ABC obrano kolejno punkty Ay, By i Cy w ten sposéb, ze A; € BC,
B, € AC i €y € AB. Wykaza¢, ze okregi opisane na trojkatach AC1B,, BACi i CB1A;
maja punkt wspélny.

Rozwiqzanie

Rozwazmy okregi opisane na tréjkatach AC, By i C1BA;. Przecinaja sie one w punktach: C
oraz O (moze sie zdarzy¢, ze C; = O). Udowodnimy, ze punkt O nalezy do okregu opisanego
na trojkacie A1 B;C. W tym celu zauwazmy, ze

ZC’lOBl = 1800 - ZClABl oraz ZClOAl = 1800 - lClBAl,
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a wiec
ZAlOBl = 3600 - (ZClOBl + ClOAl) - chABl -+ ZCIBAl - 1800 - ZAchl

Z powyzszego wynika, ze punkty Ay, O, B i C leza na jednym okregu (oczywiscie opisanym
na tréjkacie A1 B;C. OJ

4. W pola kwadratowej tablicy 10 x 10 wpisano rézne liczby naturalne. Wykazac, ze w
pewne dwa sasiednie pola (tzn. pola majace wspélny bok) wpisano liczby rézniace sie co
najmniej o 6.

Rozwigzanie

Niech m bedzie najmniejsza zas M najwieksza z wpisanych liczb. Wszystkie liczby sa rézne
i catkowite, wiec M —m > 99. Rozwazmy najkrétsza droge od liczby M do liczby m
prowadzaca przez sasiednie pola tablicy. 7 latwoscia stwierdzamy, ze taka droga sktada
sie z co najwyzej dziewietnastu pdl (whaczajac pola w ktérych znajduja sie liczby M i m).
Wypiszmy liczby stojace w sasiednich polach rozwazanej drogi:

M=z, 2o, ..., Tp_1, Tx =m, gdzie k < 19.
Zauwazmy, ze jesli |x; — x;4q| <5 dlai=1,2,...k— 1, to
(M —m| = [(z1 —x2) + (¥2 —x3) + - + (Tp—1 — @)
<|£l31—l’2|+‘562—1'3|+"'+|33'k71—33'k|
< 18-5=90 < 99.

Uzyskana sprzecznos$¢ dowodzi, iz pewne dwie sasiednie liczby rozwazanej drogi réznia sie
o nie mniej niz 6. OJ
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