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1. Niech A b ↪edzie zbiorem wszystkich liczb sześciocyfrowych o niezerowych cyfrach i takich,
że suma trzech pierwszych cyfr jest równa sumie trzech ostatnich. Na przyk lad, liczba 232115
jest elementem zbioru A ponieważ 2 + 3 + 2 = 1 + 1 + 5.
Wykazać, że suma wszystkich liczb ze zbioru A jest podzielna przez 1001.

Rozwi ↪azanie

Rozważmy dowoln ↪a liczb ↪e sześciocyfrow ↪a abcdef ∈ A. Możliwe s ↪a dwa przypadki:
1. abc = def . Wtedy abcdef = abcabc = abc + 1000 · abc = 1001 · abc.
2. abc 6= def . Wtedy jednak defabc ∈ A oraz

abcdef + defabc = 1000 · abc + def + 1000 · def + abc = 1001 · (abc + def)

.
Zbiór A sk lada si ↪e z wszystkich liczb postaci abcabc (przypadek 1) oraz liczb, które można

ustawić pary (abcdef, defabc), w których abc 6= def oraz a + b + c = d + e + f (przypadek
2). Z powyższego wynika zatem, że suma wszystkich liczb ze zbioru A jest podzielna przez
1001. �

2. Liczby a i b s ↪a takie, że równanie x2 + ax + b = 0 ma dwa niezerowe pierwiastki b ↪ed ↪ace
liczbami ca lkowitymi. Rozstrzygn ↪ać czy a2 + (b − 1)2 może być liczb ↪a pierwsz ↪a?

Rozwi ↪azanie

Niech x1, x2 b ↪ed ↪a niezerowymi ca lkowitymi pierwiatkami trójmianu kwadratowego x2+ax+b.
Mamy

x1 + x2 = −a oraz x1x2 = b.

St ↪ad

a2 + (b − 1)2 = (x1 + x2)
2 + (x1x2 − 1)2 = x2

1 + x2
2 + x2

1x
2
2 + 1 = (x2

1 + 1)(x2
2 + 1).

Ponieważ x2
1 + 1 > 2 i x2

2 + 1 > 2 s ↪a liczbami ca lkowitymi, wi ↪ec a2 + (b − 1)2 nie jest liczb ↪a
pierwsz ↪a. �

3. Na bokach trójk ↪ata ABC obrano kolejno punkty A1, B1 i C1 w ten sposób, że A1 ∈ BC,
B1 ∈ AC i C1 ∈ AB. Wykazać, że okr ↪egi opisane na trójk ↪atach AC1B1, BA1C1 i CB1A1

maj ↪a punkt wspólny.

Rozwi ↪azanie

Rozważmy okr ↪egi opisane na trójk ↪atach AC1B1 i C1BA1. Przecinaj ↪a si ↪e one w punktach: C1

oraz O (może si ↪e zdarzyć, że C1 = O). Udowodnimy, że punkt O należy do okr ↪egu opisanego
na trójk ↪acie A1B1C. W tym celu zauważmy, że

∠C1OB1 = 180◦ − ∠C1AB1 oraz ∠C1OA1 = 180◦ − ∠C1BA1,
1
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a wi ↪ec

∠A1OB1 = 360◦ − (∠C1OB1 + C1OA1) = ∠C1AB1 + ∠C1BA1 = 180◦ − ∠A1CB1.

Z powyższego wynika, że punkty A1, O, B1 i C leż ↪a na jednym okr ↪egu (oczywíscie opisanym
na trójk ↪acie A1B1C. �

4. W pola kwadratowej tablicy 10 × 10 wpisano różne liczby naturalne. Wykazać, że w
pewne dwa s ↪asiednie pola (tzn. pola maj ↪ace wspólny bok) wpisano liczby różni ↪ace si ↪e co
najmniej o 6.

Rozwi ↪azanie

Niech m b ↪edzie najmniejsz ↪a zaś M najwi ↪eksz ↪a z wpisanych liczb. Wszystkie liczby s ↪a różne
i ca lkowite, wi ↪ec M − m > 99. Rozważmy najkrótsz ↪a drog ↪e od liczby M do liczby m
prowadz ↪ac ↪a przez s ↪asiednie pola tablicy. Z  latwości ↪a stwierdzamy, że taka droga sk lada
si ↪e z co najwyżej dzi ↪ewi ↪etnastu pól (w l ↪aczaj ↪ac pola w których znajduj ↪a si ↪e liczby M i m).
Wypiszmy liczby stoj ↪ace w s ↪asiednich polach rozważanej drogi:

M = x1, x2, . . . , xk−1, xk = m, gdzie k 6 19.

Zauważmy, że jeśli |xi − xi+1| 6 5 dla i = 1, 2, . . . k − 1, to

|M −m| = |(x1 − x2) + (x2 − x3) + · · · + (xk−1 − xk)|
6 |x1 − x2| + |x2 − x3| + · · · + |xk−1 − xk|
6 18 · 5 = 90 < 99.

Uzyskana sprzeczność dowodzi, iż pewne dwie s ↪asiednie liczby rozważanej drogi różni ↪a si ↪e
o nie mniej niż 6. �
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