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Rozwigzania - klasy drugie

1. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych (z,y) spelniajace nieréwnosci

|2+ 1]+ [y| <4
|z + [y — 4| <5
|z —4|+ |y —1] > 4.
Rozwigzanie.
Wazne jest zauwazenie, ze liczby spelniajace nieréwnosé
|t — M|+ |y—N|<T

" tworza na plaszcezyZnie  kwadrat
"o srodku w (M,N) i wierzchotkach
. (M,N-T),(M—-T,N),

* (M,N+T),(M+T,N). Mozemy wiec
* rozwigza¢ zadanie metoda graficzna:
: mamy policzy¢ punkty, ktére leza na
przecieciu  “zottego” (I nieréwnosc)
-+ i “czerwonego” (II nieréwnos¢) kwa-

* dratu oraz nie dotykaja kwadratu
" “szarego” (III nieréwnos¢). Takich
punktow jest trzynascie:

(ZL‘, ?/) = (_37 2)> (_27 1)’ <_2’ 2)? (_Za 3)7 (_17 0)7 (_17 1):
(=1,2), (=1,3), (=1,4), (0, —1), (0,0), (0, 2), (0, 3).

Pozostaje uzasadni¢ uwage o kwadracie poczyniong na poczatku rozwiazania. Za-
uwazmy, ze nier6wnosé |a| < b jest rownowazna jednoczesnemu zachodzeniu nieréw-
nosci @ < b oraz —a < b. Wynika stad, ze nieréwnos¢ |z — M| + |y — N| < T jest
rownowazna jednoczesnemu zachodzeniu czterech nieréwnosci

xr—M+y—N < T oraz t—M+N—y < T oraz M—x+y—N < T oraz M—x+N—y < T,
ktore tacznie sa rownowazne uktadowi nieréwnosci
M+N-T<L<x4+y<T+M+NorazM—-N-T<Lx—y<T+M-—N,

ktore wyznaczaja kwadrat o wierzchotkach (M, N —T), (M — T, N),
(M,N+T),(M+T,N).



2. W czworoscianie ABC'S wszystkie katy przy wierzchotku S sa proste. Dowiesé, ze
odlegtos¢ srodka sfery opisanej na czworo$cianie od ptaszczyzny ABC jest nie wieksza
niz

VIAS]2 +|BS|2 + |CS|?
6

oraz stwierdzi¢, dla ktorych czworoscianéw zachodzi réwnosé.

Rozwigzanie.

Oswiecajace jest wyobrazenie sobie uzupetienia czworoscianu ABC'S do prostopa-
dtoscianu AC'BSB'S’A'C' — wtedy O jest Srodkiem sfery opisanej na tym prostopa-
dlodcianie, czyli przyktadowo jest on srodkiem przekatnej SS” (w jednym z nastepnych
rozwiazan znajduje sie rysunek przestrzenny).

Niech M bedzie punktem przeciecia przekatnej SS’ z ptaszczyzng ABC. Chcemy
policzy¢ stosunek OM : SS’. W tym celu popatrzmy na przeciecie prostopadloscianu
z plaszczyzng SCS'C'.

S C

Niech Z oznacza $rodek odcinka SC’, ktory
jest jednoczes$nie srodkiem odcinka AB, czyli
lezy w ptaszczyznie ABC'. Wobec tego ABC'
przecina SC'S’C" wzdhuz odcinka C'Z. Punkt @)
M lezy na SS" i ABC, wiec jest on przecie-
ciem CZ1iSS".

C’ A S

Trojkaty ZMS,CMS’ sa podobne w skali 1 : 2, czyli MS = STS/ Skoro OS = 22 to

2

SS  \/TASP +|BSP + [CSP?

MO =
6 6

To dowodzi nieréwnosci z zadania. Rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy M
jest rzutem O na plaszczyzne ABC, czyli gdy przekatna SS’ jest prostopadta do tej
ptaszczyzny, innymi stowy, gdy rzut S na ABC' pokrywa si¢ z rzutem O.

Rzut O na ptaszczyzne ABC jest, z twierdzenia Pitagorasa, srodkiem okregu opi-
sanego na AABC. Jezeli rzut S pokrywa sie z nim, to, ponownie z twierdzenia Pi-
tagorasa, otrzymujemy SA = SB = SC. Rozumowanie w druga strone implikuje, ze
SA = 5B = SC wystarcza do tego, zeby w nieréwnosci z zadania zaszta rownosé.

II rozwigzanie

Do$c¢ proste okazuje sie w tym zadaniu podejscie obliczeniowe. Wprowadzamy uktad

wspotrzednych tak, ze

S =1(0,0,0), A=(a,0,0), B=(0,b,0), C=(0,0c).
Dorysowujac prostopadtoscian jak w poprzednim rozwiazaniu (lub inna metoda) wyli-
czamy, ze O = (a/2,b/2,¢/2). Rownanie ptaszczyzny ABC wylicza sie jako

Triiioi=o
a b ¢



Niech M := (a/3,b/3,¢/3), wtedy z rownania widzimy, ze M lezy w plaszczyznie ABC.
Ponadto

2 3

2 3

2 3

MO:\/<CL a)2+(b b>2+<c c>2_\/a2+b2+02

6
wobec tego odlegtosé O od ptaszczyzny ABC' jest nie wieksza od podanej w zadaniu.
Kiedy zachodzi réwno$¢? Doktadnie wtedy, gdy M jest rzutem O na ptaszczyzne ABC.
Znaczy to tyle, ze trojkaty AMO, BMO,CMO sa prostokatne z katem prostym przy
M, innymi stowy, ze AM? + MO? = AO?, BM? + MO? = BO?,CM?* + MO? = CO?

czyli
AM? = BM? = CM? = CO* — MO (1)

Obliczamy

9 a\2 b\’ c\2 9 a\2 b\’ c\ 2
AM? = (a-3) +<§> +(5) . B =(5) +<b—§) +(5)
stad réwno$¢ AM? = BM? implikuje @ = b. Analogicznie z AM? = CM? wynika
a = c. Tak wiec a = b = c¢ jest konieczne, by zaszta rownos¢. Z drugiej strony jezeli
a = b = ¢ bez problemu obliczamy, ze warunek z roéwnania (1) jest spelniony, wiec
rownos¢ zachodzi.
Interesujgce moze byé zauwazenie, ze M jest srodkiem ciezkosci NABC a my do-
wodzimy, ze jezeli Srodek ciezkosci 1 Srodek okregu opisanego pokrywajq sie, to trojkagt
jest rownoboczny.

117 rozwiqzam'e
Oznaczmy $rodek sfery opisanej przez O.

Tak jak w pierwszym rozwiagzaniu, oswie-
cajace jest wyobrazenie sobie uzupelnienia
czworoscianu ABC'S do prostopadloscianu
AC'BSB'S"A'C — wtedy O jest srodkiem
sfery opisanej na tym prostopadltoscianie.

Oznaczmy przez Hp, Hg rzuty prostopadte
punktow O, S na ptaszczyzne ABC'. 7 twier-

dzenia Pitagorasa wynika, ze odlegtosci Hp
od A, B,C sa réwne, wiec Hp jest srodkiem

okregu opisanego na AABC.

Oznaczmy przez K, L, M $rodki odcinkéw BC,CA, AB odpowiednio. Zauwazmy,
ze sa to srodki przekatnych $cian prostopadltoscianu, wiec sa to rzuty punktu O na
Sciany BCS,CAS, ABS. Czworoscian K LM O ma wszystkie katy przy O proste oraz
krawedzie dlugosci KO = AS/2, LO = BS/2, MO = (CS/2, czyli czworosdcian ten
jest podobny do ABC'S w skali 1/2. Ponadto ptaszczyzna K LM to plaszczyzna ABC,
wiec OHp jest wysokoscia opuszczona z O w czworoécianie K LM O i z podobieristwa
czworoscianéw K LMO ~ ABC'S wnioskujemy, ze

1
OHO = §SHS, czyli 2- OHO = SHS



Wreszcie, odcinek O.S przecina ptaszezyzne K LM w pewnym punkcie Z i mamy nie-
rownosci OZ > OHp oraz SZ > SHyg, czyli

VIAS]2 +|BS|2 +|CSP?

3-OHp =0OHp+ SHs < 0Z+5Z=08= 5 ,

co daje nier6wnosé z tezy. Rowno$é w nieréwnosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
0OZ = OHp oraz SZ = SHg, czyli Z = Hp = Hg. Znaczy to tyle, ze Hg jest srod-
kiem okregu opisanego na AABC, wiec z twierdzenia Pitagorasa AS = BS = CS.
Ponadto jezeli AS = BS = C'S, to odwrotne rozumowanie pokazuje, ze mamy rownosé
W nieréwnosci z tezy.

3. Liczby a, b sa catkowite dodatnie. Uzasadnié, ze istnieje takie ¢, ze w nieskoniczonym
ciggu arytmetycznym b,a + b,2a + b,3a + b, . . . jest nieskoriczenie wiele liczb o sumie
cyfr c.
Rozwigzanie.

Zapiszmy liczby a, b cyframi:

a = aptp_1...a9, b=0bsbs_1...bg.

Wezmy N > s + 1. Wtedy wyraz 10Va + b zapisuje sie jako

10Y%a + b= agaj_q...a000...00bsbs_1 ... bo,
N—s—1

wiec w szczegolnosci jego suma cyfr jest rowna sumie cyfr a powiekszonej o sume cyfr
b. Biorac ¢ := (suma cyfr a) + (suma cyfr b) otrzymujemy nieskoriczenie wiele wyrazow
ciggu o sumie ¢ — wyrazy 10¥a+bdla N =s+1,5+2,....

4. Okrag o opisany na trojkacie ABC' ma promieni r. Wykazaé, ze jezeli kota o srodkach
A, B, C i promieniach r pokrywaja koto ograniczone okregiem o, to trojkat ABC' jest
rownoboczny.
Rozwigzanie.

Do poréwnywania dtugosci bokéw trojkatow przyda nam sie nastepujacy fakt

Lemat 1. Jezeli w trojkgcie ABC' zachodzi AC' = BC' oraz <ACB > 60° to AB > AC..

Dowadd. Prawdopodobnie najprosciej uzasadni¢ lemat przy uzyciu twierdzenia Sinusow;
my jednak trzymamy sie klasycznej geometrii.

Z warunku <ACB > 60° wynika <CAB = <CBA < 60°. Wybierzmy punkt D
lezacy po tej samej stronie AB co C' i taki, ze AABD jest rownoboczny. Z warunku
<CBA < 60° wynika, ze C' lezy wewnatrz ANABD. Teraz, przyktadowo korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa, mozna uzasadnié¢, ze AD > AC. m

Oznaczmy « := <BAC, [ := <CBA,~ := <ACB. Niech D bedzie srodkiem tego
tuku BC' okregu o na ktérym nie lezy A. Zalézmy, ze kota o srodkach A, B, C' i promie-
niach r pokrywaja koto ograniczone przez o, wtedy D musi nalezeé¢ do ktoregos z tych



kot. Popatrzmy na trojkaty rownoramienne AOD, BOD,COD. Obliczamy miary ka-
tow

4BOD =a, <COD=«a, <AOD =min(2y+ «a,25 + «).
Zachodzi AD < OD lub BD < OD lub CD < OD, wiec na mocy lematu 1 musi
zachodzi¢ jeden z warunkow

a=<BOD < 60° lub a = <COD < 60° lub min(2vy + «, 208 + o) = <AOD < 60°.

Zauwazmy, ze ktorykolwiek z warunkéw zachodzi i tak mamy zaleznosé a < 60°.
Powtarzajac rozumowanie mozemy wywnioskowaé, ze 5 < 60° oraz v < 60°. Skoro
a+ [+ v = 180°, to wynika stad, ze « = § = vy = 60°.
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