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ROZWIAZANIA ZADAN
PRZYGOTOWAWCZYCH - 2005

KLASY PIERWSZE

Niech N = 999...99. Obliczy¢ sume cyfr liczby N3.

n dziewiatek
Rozwigzanie.
Zauwazmy, ze N = 10" — 1. Mamy wiec
N?=10"-3-10""+3-10" -1 =10"-1-3-10*" + 3 - 10"
= 999...99 —3000...00+3000...00= 999...99 6 999...99
S——— S——— — S——— S———
3n dziewiatek 2n zer n zer n—1 dziewiatek  2n dziewiatek

+3000...00= 999...99 7000...002999...99
S—— —_— Y Y

n zer n—1 dziewiatek n—1 zer n dziewiatek

Wynika stad, ze suma cyfr liczby N® wynosi 9(n — 1) + 7 + 2 + 9n = 18n.
* % %

a) Wykazaé, ze jesli p > 3 jest liczba pierwsza, to liczba p? — 1 dzieli sie przez 24.
b) Wykazaé, ze jesli p > 5 jest liczba pierwsza, to liczba p* — 1 dzieli sie przez 240.
Rozwigzanie

a) Por. zadanie 11 z Zadan Przygotowawczych z roku 2003.

b) Mamy 240 = 16 -3 - 5. Jesli p > 5 jest liczba pierwsza, top =4k + 1, p=3l£ 11
p = 5m + r dla pewnych liczb naturalnych k,l, m oraz 1 < r < 4. Stad

pt'—1=(4k £ 1)" — 1 = (4k)* £ 4(4k)® + 6(4k)* £ 4(4k)
= 16(16k* £ 16k + 6k> £ k),

pt—1=BlE£1)"—1=3D)*"£4(31)° + 6(31)* + 4(3)
= 3(271* £ 361° 4 181* £ 41),

Podobnie stwierdzamy, ze dla pewnej liczby naturalnej s, p* — 1 = 5s + r* — 1.
Bezposrednio sprawdzamy, ze dla r = 1,2, 3,4 zachodzi podzielno$¢ 5 | r* — 1. Tak
wiec z powyzszego wnosimy, ze 240 | p* — 1.

O

Rozwiaza¢ w liczbach calkowitych rownanie 5% = 3y + 7.
Rozwigzanie
Jesli liczby catkowite x, y spelniaja réwnanie 5* = 3y + 7, to 5 jest liczba catkowita,

a wiec x > 0. Zauwazmy, ze

6k + 1, jesli z jest liczba parzysta;
6k — 1, jesli z jest liczba nieparzysta.
1

51:(6-1)1:{



Zadanie 4.

Zadanie 5.

dla pewnej nieujemnej liczby calkowitej k. Jesli x jest liczba parzysta, to y = =7 =

3
ST — 2k — 2 jest liczba calkowita. Jesli za$ x jest liczba nieparzysta, to y =

577 _ 6k=1-T _ 9. _

3 3 % nie jest liczba catkowita. Tak wiec pary

5% — 7 .. . .
x, ) gdzie x jest nieujemna liczba parzysta

stanowia zbiér wszystkich rozwiazan rownania w liczbach catkowitych.

Ktora z liczb

1, {’/2 V5 + \3/2 +5
jest wieksza?

Rozwiqzanie

Niech a = v/2 — /5 + /2 + V/5. Poniewaz (z + y)* = 2% + ¢ + 3zy(x + y), wiec

a3:(2—\/3)+(2+\/§)+3{’/(2—\/§)(2+\/5) (\3/2—x/5+\3/2+\/5)

=4 —3a

Tak wiec a jest pierwiastkiem réwnania 23 + 3z — 4 = 0. Zauwazmy, ze 23 + 3z —4 =
?—143@x—-1)=(@—-1)(2®+z+4) oraz 2>+ +4 = (z+ 1)*+ L2 > 0. Tak wiec
x =1 jest jedynym pierwiastkiem powyzszego rownania. Wynika stad, ze a = 1. [

k ok k
Rozwigzaé uklad rownan:
s+ i+ 2 =3
P+ 2 =23
r + vy + z = 3

Rozwiqzanie

Podnoszac obustronnie do kwadratu pierwsze réwnanie otrzymamy:

.%'2 2 22 z T
—+y—+—+2<g+—+—):9
r Yy oz

czyli po uwzglednieniu drugiego réwnania

1'2 y2 22

g2t =S

Analogicznie podnoszac obustronnie do kwadratu drugie réwnanie, po uwzglednieniu
pierwszego réwnania otrzymamy:

Kontynuujac to rozumowanie z tatwoscia stwierdzamy, ze dla dowolnej liczby k£ > 1:

ka 2k sz 2k 2k 2k

o+l 42 =3 oraz L4+ —
k k k k k
y2 22 .1'2 x2 y2 22
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Zauwazmy, ze dla liczby a > 1 istnieje k > 1 takie, ze a2"

rownosci wnosimy, ze

> 3. Tak wiec z powyzszych

22 2 2 X
2 22 a2 :
Z pierwszego rownania uktadu wynika teraz, ze * = y = z, a z ostatniego: z =y =

z=1.

Uwaga. Inne rozwiazanie mozna otrzymac¢ wykorzystujac nierownos¢ miedzy $rednimi,
arytmetyczna i geometryczna, liczb nieujemnych:

%’HC > Vabe.

w ktérej réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = ¢. Korzystajac z tej
nierownosci mamy

2 2 2 2 .2 L2
Y s[X° YT oz
gl e 2 e=?
Musi wiec by¢:
. B y? B 52 B
i i
O
% % %

Zadanie 6. Dla liczby naturalnej n > 2 wyznaczy¢ wszystkie ciagi (x1, o, . . ., x,) takie, ze kazda

z liczb x; jest réwna kwadratowi sumy wszystkich pozostalych liczb.
Rozwiqzanie

Oznaczmy przez S sume wszystkich poszukiwanych liczb x;. Zgodnie z zalozeniami,
kazda z liczb z; jest pierwiastkiem réwnania

(S —z)? =u.
Wynika stad w szczegdlnosci, ze x; > 0, a wiec S > 0. Jesli S = 0, to z; = x5 =
-+ =z, = 0 oraz oczywiscie ciag (0,0,...,0) spelmia warunki zadania.

Zalozmy, ze S > 0. Powyzsze rownanie zapiszmy w postaci
2 — (28 + 1)z + S* =0,
Ma ono dwa pierwiastki:

289 +1—v45+1 ~ 2S+1+V4S5+1

T = oraz T
2 2

Zauwazmy, ze £ > S, a wiec T nie moze by¢ wyrazem poszukiwanego ciagu. Stad
wynika, ze wszystkie wyrazy musza by¢ réwne T oraz oczywiscie T = S/n. Uwzgledniajac
to w powyzszym réwnaniu obliczamy

n . 1

S:m 1 $1:$2:"':m.

Ostatecznie mamy dwa ciagi spelniajace warunki zadania:

(0,0,...,0) oraz ((n_11)2’ (n_11)2""7 (n_11)2)‘
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Zadanie 7. Jaka minimalna wartos¢ moze przyja¢ suma diugosci przekatnych czworokata wy-
puktego o polu S?
Rozwigzanie

Niech a, b beda dlugosciami przekatnych czworokata oraz o miara kata miedzy tymi
przekatnymi. Poniewaz S = %ab sina (por. Uwaga ponizej), wiec korzystajac z
nierownosci miedzy $rednimi, arytmetyczna i geometryczna, otrzymujemy:

otb =2 s as

=
2 sin «

Tak wiec, a + b > 2v/2S. 7 latwoscia stwierdzamy, ze suma dlugosci przekatnych
kwadratu o polu S jest réwna 2v/2S.

Uwaga. Udowodnimy, ze S = fabsina, gdzie a = |AC|,b = |BD].

Oczywiscie S jest suma podl trojkatéw AOB, BOC, COD i DOA, a wiec

1 1 1 1
S = J¥zsina + 34y sin(180° — «v) + §yt sin o + ixt sin(180° — «)

1 . 1 :
= §(xz+zy+yt+xt) sina = E(ac—ky)(z—l—t)smoz

— —absina.
2CZSIH04

Zadanie 8. Liczby z, v, z sa takie, ze x+y+2z = 0 oraz 2?+y>+2? = 1. Wykazaé, Ze przynajmniej
jedna z liczb xy, yz, zx jest nie wieksza niz —1/3.

Rozwiqzanie

Bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze © < y < 2. 7 zalozen wynika teraz,
ze x < 0 oraz 0 < z < 1. Zauwazmy, ze jesli 0 < y, to korzystajac z faktu, ze
T = —y — 2z otrzymujemy

=2+ + 22 = (—y— 2>+ 92+ 22 = 2% + 2% + 22
> 2y + 2y + 2y° = 6y,
Podobnie jesli y < 0, to
l=a*+y*+ 2> =2+ y* + (—z —y)* = 22° 4+ 2y° + 2zy
> 297 + 2y° + 2% = 6°.



Zadanie 9.

W obu przypadkach otrzymalismy, ze y* < §. Mamy tez 1 = 2% + (—z — 2)? + 22 =
202 + 222 + 22z, czyli

1L, 1

Trener tenisa, opiekujacy sie grupa 16 zawodnikéw, zaplanowat 12 gier kontrolnych
miedzy tymi zawodnikami. Wedlug przygotowanego planu kazdy z zawodnikéw roze-
gra przynajmniej jeden mecz. Wykazaé¢, ze pewne cztery mecze moga by¢ rozegrane
w tym samym czasie (oczywiscie na czterech réznych kortach).

Rozwigzanie

Sytuacje przedstawiona w zadaniu zobrazujemy geometrycznie. Na plaszczyznie
narysujmy tyle punktéw ilu jest zawodnikow i tak aby zadne trzy nie byty wspoétliniowe.
Kazdemu z zawodnikéw przyporzadkujmy doktadnie jeden z narysowanych punktow.
Fakt, ze dwaj zawodnicy maja zaplanowany mecz miedzy soba zilustrujmy laczac
odcinkiem punkty odpowiadajace tym zawodnikom. W ten sposéb powstanie tzw.
graf, ktory oznaczymy przez G. Narysowane punkty nazwijmy wierzchotkami grafu G,
za$ odcinki krawedziami. Zauwazmy, ze graf G sklada sie z pewnej liczby roztacznych
czesci o te] wlasnosci, ze w obrebie kazdej z nich miedzy dowolnymi wierzchotkami
istnieje droga wzdluz pewnych krawedzi (by¢ moze przechodzaca przez inne wierz-
cholki). Kazda z tych czedci nazwiemy spojna sktadowaq grafu G.

Niech Si,85s,...,Sy beda wszystkimi spéjnymi
sktadowymi w G. Naszym celem bedzie ustalenie
zaleznosci miedzy iloscia N spéjnych sktadowych,
iloscia K krawedzi i iloscia W wierzchotkéw grafu
G. Oznaczmy przez K; oraz W; odpowiednie liczby
krawedzi i wierzchotkow spdjnej sktadowej S;. Z
latwoscia mozemy zauwazy¢, ze K; > W; — 1.
Istotnie, skladowa S; mozna narysowaé zaczy-
najac od jednej (dowolnie wybranej) krawedzi, a
nastepnie dolaczajac w kazdym kroku krawedz
majaca wspolny wierzcholek z pewna krawedzia
juz narysowana. W kazdym kroku liczba naryso-
wanych wierzchotkéw wzrasta maksymalnie o je-
den.

Tak wiec
>Wi-1)+We—=1)+---+(Wy—-1)=W—-N.
Otrzymalismy zatem zaleznos¢:

K+NZ>W.

Wracajac do zadania, z zalozen wynika, ze W = 16, K = 12 oraz kazda spdjna
sktadowa zawiera przynajmniej dwa wierzchotki (bo kazdy zawodnik rozegra mecz) .
Tak wiec liczba spdjnych sktadowych N > 4. Oznacza to oczywiscie, ze przynajmniej
cztery mecze moga by¢ rozegrane w tym samym czasie.

OJ
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Zadanie 10. a) W turnieju pitkarskim uczestniczy 6 zespoléw. Kazdy z kazdym rozgrywa jeden
mecz. Rozgrywki odbywaja sie w dwoch miastach. Udowodnié, ze pewne trzy zespoty
rozegraja wszystkie mecze miedzy soba w jednym miescie.

b) W turnieju pitkarskim uczestniczy 18 zespotéow. Kazdy z kazdym rozgrywa jeden
mecz. Rozgrywki odbywaja sie w trzech miastach. Udowodnié, ze pewne trzy zespoty
rozegraja wszystkie mecze miedzy soba w jednym miescie.

Rozwiqzanie

a) Podobnie jak w zadaniu 9 opisanej sytuacji przyporzadkujemy graf Gg, ktérego
wierzchotki odpowiadaja zespolom pitkarskim. Poniewaz kazdy zespdt ma rozegraé
mecz z kazdym innym, wiec kazda para wierzchotkéw w Gg jest potaczona krawedzia
(jedna!). Krawedzie grafu Gg pokolorujemy dwoma kolorami - czerwonym i niebieskim,
w zaleznosci od miasta, w ktorym odpowiadajace druzyny maja rozegra¢ mecz.

Wezmy pod uwage dowolny wierzcholek A.
Sposrod pieciu krawedzi wychodzacych z A,
przynajmniej trzy sa tego samego koloru.
Powiedzmy, ze AB, AC i AE sa czer-
wone. Wtedy mozliwe sa dwa przypadki:
albo wszystkie krawedzie taczace wierzchotki
B, C, E sa niebieskie (wtedy zespoly B,C, F
rozgrywaja mecze miedzy soba w jednym
miescie), albo przynajmniej jedna z tych
krawedzi jest czerwona. Jesli np. BE
jest czerwona, to zespoly A, B, E rozgrywaja
mecze miedzy soba w jednym miescie.

b) Podobnie jak w czesci a) rozwazymy graf Gig z osiemnastoma wierzchotkami, w
ktorym z kazdego wierzchotka wychodzi siedemnascie krawedzi. Tym razem krawedzie
pokolorujemy trzema kolorami: czerwonym, niebieskim i zielonym. Rozwazmy do-
wolny wierzchotek A. Sposréd siedemnastu krawedzi wychodzacych z A przynajmniej
szesé jest tego samego koloru. Powiedzmy, ze krawedzie taczace A z B,C, D, E, F,G
sa czerwone. Jesli wérdd krawedzi taczacych wzajemnie wierzchotki B,C, D, E, F, G
jest czerwona, to jej konce wraz z A wyznaczaja tréjkat z czerwonymi krawedziami.
Jesli takiej krawedzi nie ma, to wszyskie krawedzie taczace wzajemnie B,C, D, E, F
i G sa pomalowane kolorami niebieskim i zielonym. Na podstawie zadania a) pewne
trzy wierzcholki sposréd B,C, D, E, F,G sa potaczone krawedziami tego samego
koloru.

O

Zadanie 11. Z pola E1 do pola E8 szachownicy krél moze dojs¢ w siedmiu ruchach. Iloma réznymi
drogami moze to zrobi¢?

Rozwigzanie



Zadanie 12.

Zadanie 13.

Zauwazmy, ze kazdy ruch kréla
powinien  przemieszczaé  go  do
nastepnego  ’'wiersza’  (polozonego
wyzej). W przeciwnym razie droga do
E8 bedzie sktadala si¢ z przynajmniej
o$miu ruchéw. Na rysunku obok liczby
wpisane w pola szachownicy mowia
o ilosci najkrétszych drog od El1 do
danego pola. Zauwazmy, ze kazda
z wpisanych liczb jest suma trzech
sasiadujacych i umieszczonych pod nia
liczb. Tak wiec istnieje 393 réznych
drog kréla (w siedmiu ruchach) od
pola E1 do pola ES.

- AN W kLt = 0

Udowodni¢, ze kazdy trojkat mozna podzieli¢ na 2005 tréjkatow rownoramiennych.
Rozwigzanie

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla liczby naturalnej n > 4 dowolny tréjkat mozna
podzieli¢ na n tréojkatéw réwnoramiennych. W tym celu zauwazmy najpierw, ze w
tréjkacie prostokatnym odcinek taczacy wierzcholek przy kacie prostym ze srodkiem
przeciwprostokatnej dzieli ten trojkat na dwa tréjkaty rownoramienne. Stad wynika
podzial dowolnego tréjkata na cztery tréjkaty rownoramienne. W tym celu wystarczy
poprowadzi¢ wysoko$¢ dzielaca dany tréjkat na dwa tréjkaty prostokatne, a nastepnie
zastosowaé wyzej opisany podzial do tréjkatéw prostokatnych (zob. rysunek A).
Rysunki B i C przedstawiaja podzialy trojkatéw nieréwnobocznego i rownobocznego
na pie¢ tréjkatéw réwnoramiennych.

rys. A rys. B rys. G

Niech teraz n > 5 i zalézmy, ze kazdy tréjkat mazna podzieli¢ na k (4 < k < n)
tréjkatow rownoramiennych. Podzielmy dowolny trojkat T jego wysokoscia na dwa
tréjkaty prostokatne. Jeden z tych trojkatéw podzielmy na dwie czesci srodkowa
poprowadzona z wierzchotka przy kacie prostym, a drugi na mocy zalozenia induk-
cyjnego na n — 1 trojkatow rownoramiennych. W ten sposéb otrzymamy podziat T’
na n + 1 tréjkatow réownoramiennych.

0J

W trojkat ABC wpisano okrag. Punkty stycznosci okregu z bokami tréjkata oz-
naczono odpowiednio przez Ay, Bi,Ci, przy czym A, € BC, B, € AC, C; €



AB. Nastepnie w tréjkat A;B;C; wpisano okrag, a punkty stycznosci oznaczono
odpowiednio przez A,, By, Cs. Czynnosé te powtdérzono n razy, otrzymujac w koricu
tréjkat A, B,C,. Okazalo sie, ze trojkaty ABC i A, B,C,, sa podobne. Wyznaczy¢
miary ich katéw.

Rozwiqzanie

Niech «,f3,7 beda miarami katow przy
wierzchotkach A, B, C tréjkata ABC oraz
niech ay,, Oy, v oznaczaja odpowiednie miary
katéw przy wierzchotkach Ay, By, C}, trojkata
ApBrCy. Niech O bedzie $rodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC. Poniewaz OBy L
AC 1 0OCy L AB, mamy /B,OCy, = 7 —
«. Ponadto katy ZB1ACy i ZBOC, sa
odpowiednio katami wpisanym i $rodkowym
(opartymi na tym samym tuku), wiec oy =
i

53(m—a). Z tych samych powodéw dla dowol-

nej liczby £ > 1 mamy zaleznosc¢:

_7T Q.

Oék+1—2 9

Stad wynika, ze:

_ T _ Q1 T T %2

T T Ty Ty T
T m s o
_(Z _ = 1n—1_> _1n_
(2 4+ +(=1) AL * )2”
=S+Ta,

gdzie S =2 -2+ (-1)" 'L, T = (;}L)n. Analogicznie obliczamy, ze 3, = S+T0

oraz v, = S+ T. Tréjkaty A, B,C, i ABC sa podobne, wiec tréjka (au,, Bn, 7n) jest
jedna z szesciu permutacji zbioru {«, 3,7}

Jesli (o, Bny ) = (o, B,7), to z powyzszych zaleznosci wynika, iz o« = § = v =
S/(1—=T). Tak wiec o = =y = 7/3.

Jesli (an, Bn, 1) = (8,2, 7), to

S+Ta=p
S+Tp =«
S+Ty=v

Odejmujac stronami dwa pierwsze rownania otrzymujemy 7'(a—f) = f—a. Poniewaz
T # —1, obliczamy: o« = f =~ = S/(1 —T). Zatem w tym przypadku réwniez
a = [ =~ = m/3. Analogicznie rozpatrujemy przypadki, gdy (a, Bn, vn) = (7, 5, )
i (am ﬁny 771) = (Oé, Y, 5)

Jesli (Ozn,ﬁn,’}/n) = (ﬁ,%@) lub (an>ﬁn>7n) = (%O"B)’ to

S+Ta=( S+Ta=rv
S+TB=~ lub S+T6 =«
S+Ty=a S+Ty=p

Réwniez w tym przypadku otrzymujemy o = 3 = v = S/(1—T). Ostatecznie zatem,
trojkat ABC' jest réwnoboczny.
OJ
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Zadanie 14. Wszystkie boki wypuklego czworokata podzielono na 2" réwnych czesci. Nastepnie
narysowano ,,szachownice” taczac odcinkami odpowiadajace punkty przeciwlegltych
bokow i kolorujac na przemian pola otrzymanej siatki na bialo lub czarno.

a) Wykazaé, ze kazdy z narysowanych odcinkéw jest podzielony odcinkami poprzecz-
nymi na 2" réwnych czesci,

b) Wykazaé, ze suma pdl biatych czworokatéw jest réwna sumie pél czarnych czwo-
rokatow.

Rozwiqzanie

Oznaczmy przez Ag, By, Cy, Dy wierzchotki danego czworokata. Punkty podziatu

bokow czworokata na 2™ rownych czedci oznaczymy kolejno przez Aq, A, ..., Agn_1,
...y Don_q (zob. rysunek ponizej). Symbolem [XYZ...| oznaczymy pole wielokata
XYZ....

Najpierw rozwazymy przypadek, gdy n = 1. Punkty A, By, C1, D1 sa srodkami
Odpowiednich bokéw Czworokata A()B(]C()Do, WIQC AlBl H AOCO || chl i A1D1 H
BoDy || B1C1. Czworokat Ay B1Cy Dy jest zatem réwnoleglobokiem. W szczegdlnosci,
O jest $rodkiem odcinkéw A;CY i BCh.

Co

D, F— —\By
A, A, By A, A, A, Ay A, As Ag A, By
ZauwaZmy, ze [Blcocl] = le[BOcoDo] oraz [AOAIDI] = i[AoBoDo] Tak WIQC

1
[Blcocl] —|— [AOAlDl] - Z[AOBOCODO].

Analogicznie stwierdzamy, ze

1
4
Wynika stad, ze [A; B1C1D;] = %[AOBOCODO], a wiec

[AIBOBl] + [CIDODl] - [A()B()C()Do].

1
[AlOBl] - [BlOCl] - [ClODl] - [DlOAl] == g[AoB()C(]DO].

Ostatecznie zatem

1
[AoAlODl] + [3100010] = [AlBoBlO] + [DlOchO] == 5[14030001)0].

To koriczy dowéd a) i b) dla n = 1. Dalej postuzymy sie indukcja matematy-
czna. Zaldézmy, ze teza zadania zachodzi dla kK = 1,...,n — 1 gdzie n > 2 i
rozwazmy podzial bokéw czworokata AgByCoDg na 2" réwnych czesci. Punkty
As;, Boi, Co;, Doy dla i = 1,2,...,2" 1 — 1 wyznaczaja podzial kazdego boku czwo-
rokata na 2"~! réwnych czesci. Na mocy zalozenia indukcyjnego odcinki As;Cy;
i By;Dy; dziela sie wzajemnie na 2" ! réwnych czesci. Mozemy teraz zastosowaé
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Zadanie 15.

zalozenie indukcyjne do czworokatow AgBgBgon-1Don-1 1 Don—1Ban-1CyDg, ktérych
boki sa podzielone na 2"~ réwnych czedci odcinkami Ay;Cy; oraz B;D;. Tak wiec od-
cinki B;D; (dla j = 1,2,...,2" —1) sa podzielone odcinkami Ay;Cy; na 2"~! réwnych
czesSci oraz odcinki Ay Cy; sa podzielone odcinkami B;D; na 2" réwnych czedci.
Ostatnim krokiem jest analogiczne zastosowanie zalozenia indukcyjnego do czwo-
rokatéow AgAgn-1Con-1Dg i Agn-1ByCyCan-1. Ostatecznie odcinki A;C; oraz B;D;
dziela si¢ wzajemnie na 2" réwnych czesci, co konczy dowdd czesci a). Na pod-
stawie czesci a) czworokat AgByCoDy jest podzielony odcinkami Ag;Cy; i Bo; Do; na
22(n=1) czworokatéw, a kazdy z tych czworokatéw jest podzielony liniami Ag;_1Ca;q
i By;_1D9; 1 na cztery czworokaty: dwa biale i dwa czarne. Na podstawie rozpa-
trzonego wyzej przypadku n = 1 z tatwoscia stwierdzamy teraz, ze pola biale maja
takie same taczne pole jak pola czarne.

O

Na bokach AD i BC réwnolegtoboku ABC'D obrano punkty K i L tak, ze AK = LC'.
Niech P bedzie dowolnym punktem lezacym na boku C'D. Prosta K L przecina proste
AP i BP odpowiednio w punktach M i N. Wykazaé, ze tréjkat M N P ma pole rowne
sumie pél trojkatow AKM i BLN.

Rozwiqzanie
Oznaczmy przez [XYZ...] pole wielokata p
XY Z.... Poniewaz czworokaty ABLK i LKC'D D
sa przystajace, K
1 M
[ABLK] = E[ABC’D].

Zatem [AK M) + [BLN] = L[ABCD] — [ABN M].

2
Z drugiej strony [ABP] = 3[ABCD], a wicc L
[MNP] = {[ABCD] — [ABNM]. Stad wynika, A B
ze [AKM] + [BLN] = [MNP).
0
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