
ZADANIA PRZYGOTOWAWCZE

1. KOMBINATORYKA

Zadanie 1. W turnieju szachowym uczestniczy 30 zawodników (gra każdy z każdym jedn ↪a parti ↪e).
Wykazać, że w dowolnej chwili trwania turnieju pewnych dwóch szachistów rozegra lo
tyle samo partii.

Zadanie 2. Wykazać, że wśród dowolnych 101 liczb ca lkowitych istniej ↪a dwie których różnica jest
podzielna przez 100.

Zadanie 3. W każdym z 500 koszy znajduj ↪a si ↪e jab lka, przy czym w koszu mieści si ↪e nie wi ↪ecej
niż 240 jab lek. Wykazać, że w przynajmniej trzech koszach jest taka sama liczba
jab lek.

Zadanie 4. W trzydziestoosobowej klasie 20 uczniów uczy si ↪e j ↪ezyka angielskiego, 14 niemieckiego
oraz 10 francuskiego. Żadne dziecko nie uczy si ↪e wszystkich trzech j ↪ezyków, a ośmioro
nie uczy si ↪e żadnego z tych j ↪ezyków. Ilu uczniów uczy si ↪e zarówno j ↪ezyka niemieckiego
jak i francuskiego?

Zadanie 5. W ↪ewn ↪atrz kwadratu o boku 1 umieszczono pewn ↪a ilość okr ↪egów o sumie obwodów
równej 10. Wykazać, że istnieje prosta przecinaj ↪aca przynajmniej 4 okr ↪egi.

Zadanie 6. Ile różnych par roz l ↪acznych podzbiorów posiada zbiór sk ladaj ↪acy si ↪e z 2003 ele-
mentów?

Zadanie 7. Wewn ↪atrz trójkata równobocznego o boku 1 wybrano pi ↪eć punktów. Wykazać, że
odleg lość mi ↪edzy pewnymi dwoma punktami jest mniejsza od 0, 5.

Zadanie 8. Czy szachownic ↪e 10× 10 można pokryć 25 jednakowymi p lytkami w kszta lcie:
a) prostok ↪ata rozmiarów 1× 4?
b) litery T sk ladaj ↪acej si ↪e z czterech kwadratów 1× 1?
c) litery L sk ladaj ↪acej si ↪e z czterech kwadratów 1× 1?

Zadanie 9. Na ile sposobów można wybrać m + n kul spośród 2m jednakowych kul bia lych i 2n
jednakowych kul czarnych?

Zadanie 10∗. Na konkurs matematyczny przyby lo n uczniów. S ↪a wśród nich osoby znaj ↪ace si ↪e
wzajemnie, przy czym każde dwie osoby znaj ↪ace si ↪e nie maj ↪a wspólnych znajomych
oraz każde dwie osoby nie znaj ↪ace si ↪e maj ↪a dok ladnie dwóch wspólnych znajomych.
Wykazać, że każdy z uczniów ma tak ↪a sam ↪a liczb ↪e znajomych wśród uczestników
konkursu.

2. ZADANIA ARYTMETYCZNE

Zadanie 11. Wykazać, że jeśli p > 3 jest liczb ↪a pierwsz ↪a, to liczba p2 − 1 dzieli si ↪e przez 24.

Zadanie 12. a) Wykazać, że jeśli x, y s ↪a liczbami ca lkowitymi oraz 3 dzieli x2 + y2, to liczby x i
y s ↪a podzielne przez 3.
b) Wyznaczyć wszystkie liczby ca lkowite x, y, z spe lniajace równanie x2 + y2 = 3z2.

Zadanie 13. Wyznaczyć wszystkie liczby naturalne n takie, że liczba n5 − n jest podzielna przez
120.

Zadanie 14. a) Czy liczba postaci 4k + 3 (k ∈ N) może być przedstawiona w postaci sumy
kwadratów dwóch liczb ca lkowitych?
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b) Wykazać, że jeśli każda z liczb a, b jest sum ↪a kwadratów dwóch liczb ca lkowitych,
to ab jest także sum ↪a kwadratów dwóch liczb ca lkowitych.

Zadanie 15. Suma cyfr liczby trzycyfrowej A jest równa 7. Wykazać, że 7 dzieli A wtedy i tylko
wtedy, gdy A ma równe cyfry dziesi ↪atek i jedności.

Zadanie 16. Na ile sposobów można przedstawić liczb ↪e 2003 w postaci sumy pewnej ilości kolej-
nych liczb naturalnych?

Zadanie 17. Wykazać, że jeśli a, b s ↪a liczbami naturalnymi wzgl ↪ednie pierwszymi, to równanie
ax + by = ab nie ma rozwi ↪azań w liczbach naturalnych x, y.

Zadanie 18. Rozwi ↪azać w liczbach ca lkowitych równania:
a) xy = x + y,
b) 6x2 + 5y2 = 74,
c) x3 + 2y3 + 4z3 = 6xyz.

Zadanie 19. Liczba A zapisana w systemie siódemkowym ma trzy cyfry, zaś zapisana w systemie
dziewi ↪atkowym ma te same trzy cyfry, ale wyst ↪epuj ↪a one przeciwnym porz ↪adku. Jaka
to liczba?

Zadanie 20∗. Wykazać, że istnieje 100-cyfrowa liczba podzielna przez 2100 w zapisie dziesi ↪etnym
której wyst ↪epuj ↪a tylko cyfry 1 i 2.

3. FUNKCJE, WIELOMIANY, RÓWNANIA I NIERÓWNOŚCI

Zadanie 21. Wyznaczyć a, b tak aby wielomian x4 + x3 + 2x2 + ax + b by l kwadratem innego
wielomianu.

Zadanie 22. Wykazać, że dla dowolnych liczb a, b, c, x, y, z... zachodz ↪a nierówności:
a) a2

4
+ b2 + c2 ≥ ab− ac + 2bc,

b) a2 + b2 + c2 ≥ ab + ac + bc,
c) a2 + b2 + c2 ≤ 2(ab + ac + bc), gdzie a, b, c s ↪a d lugościami boków trójk ↪ata. Czy ta
nierówność jest prawdziwa dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c?
d)

√
a2 + b2 + c2 +

√
x2 + y2 + z2 ≥

√
(a + x)2 + (b + y)2 + (c + z)2.

Zadanie 23. Wyznaczyć wszystkie pary (x, y) liczb dodatnich spe lniaj ↪ace równanie:

x

x4 + y2
+

y

y4 + x2
=

1

xy
.

Zadanie 24. a) Wykazać, że dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, x2, . . . , xn zachodzi nierówność:

|x1 + x2 + · · ·+ xn| ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|.

b) Wykazać, że jeśli x 6= 1, to

1 + x + x2 + · · ·+ xn =
xn+1 − 1

x− 1
.

c) Wykazać, że równanie

xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · ·+ an−1x + an = 0,

gdzie ai ∈ {−1, 0, +1} nie ma rozwi ↪azań w zbiorze (−∞,−2) ∪ (2, +∞).

Zadanie 25. a) Wykazać, że dla dowolnych liczb nieujemnych x, y, z zachodzi nierówność:

x + y + z ≤
√

3(x2 + y2 + z2).
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b) Wykazać, że nierówność
√

x + 1 +
√

2x− 3 +
√

50− 3x ≤ 12

zachodzi dla wszystkich wartości x ∈ R, dla których lewa strona jest określona.

Zadanie 26. Czy istnieje funkcja f : Z → Z taka, że

f(f(x)) = x + 1 dla każdego x ∈ Z,

gdzie Z oznacza zbiór liczb ca lkowitych.

Zadanie 27. Niech liczby x, y b ↪ed ↪a takie, że x > y oraz xy = 1. Udowodnić, że zachodzi
nierówność:

x2 + y2

x− y
≥ 2

√
2.

Zadanie 28. Rozwi ↪azać uk lad równań:

xy

x + y
= a,

xz

x + z
= b,

yz

y + z
= c,

gdzie a, b, c s ↪a danymi liczbami rzeczywistymi.

Zadanie 29. Dane s ↪a takie liczby rzeczywiste a, b, c że wykresy funkcji

y = ax + b, y = bx + c, y = cx + a

maj ↪a punkt wspólny. Wykazać, że a = b = c.

Zadanie 30. Wyznaczyć zbiór punktów p laszczyzny, których wspó lrz ↪edne (x, y) spe lniaj ↪a nierówność:

2− x2 − y2 −
√

(1− x2)2 + (1− y2)2 > 0.

4. ZADANIA GEOMETRYCZNE

Zadanie 31. Na przek ↪atnej BD kwadratu ABCD wybrano punkt E. Punkty O1, O2 s ↪a odpowied-
nio środkami okr ↪egów opisanych na trójk ↪atach ABE,ADE. Dowieść, że czworok ↪at
AO1EO2 jest kwadratem.

Zadanie 32. Na p laszczyźnie wybrano cztery punkty tak, że nie leż ↪a one ani na jednej prostej ani
na jednym okr ↪egu. Wykazać, pewien z tych punktów po lożony jest wewn ↪atrz okr ↪egu
do którego należ ↪a trzy pozosta le.

Zadanie 33. Dwusieczne AK i BM trójkata ABC przecinaj ↪a si ↪e w punkcie O. Wykazać, że jeśli
OK = OM , to albo ∠BAC = ∠ABC albo ∠ACB = 60◦.

Zadanie 34. Punkty A, B, C,D należ ↪a do okr ↪egu o promieniu R i dziel ↪a go na cztery równe cz ↪eści.
Wykazać, że jeśli X jest dowolnym punktem tego okr ↪egu, to suma AX4 + BX4 +
CX4 + DX4 nie zależy od po lożenia punktu X.

Zadanie 35. Okr ↪ag o jest styczny do dwóch boków trójk ↪ata ABC oraz do dwóch jego środkowych.
Wykazać, że trójk ↪at ABC jest równoramienny.

Zadanie 36. Ci ↪eciwa okr ↪egu jest oddalona od jego środka o d. W każdy z dwóch segmentów
sk ladaj ↪acych si ↪e z ci ↪eciwy oraz  luku okr ↪egu wpisano kwadrat, którego dwa wierzcho lki
leż ↪a na ci ↪eciwie oraz dwa na okr ↪egu. Obliczyć różnic ↪e d lugości boków kwadratów.

Zadanie 37. Wykazać, że w dowolnym trójk ↪acie suma d lugości jego środkowych jest mniejsza od
obwodu oraz wi ↪eksza od 3/4 obwodu tego trójk ↪ata.
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Zadanie 38. Promień okr ↪egu wpisanego w dany trójk ↪at jest równy 1. Wykazać, że pewna wysokość
tego trójk ↪ata ma d lugość nie mniejsz ↪a od 3.

Zadanie 39. Dane dwa kwadraty podzielić na cz ↪eści tak aby można by lo z nich z lożyć jeden
kwadrat (wykorzystuj ↪ac do tego każd ↪a cz ↪eść).

Zadanie 40. Wewn ↪atrz danego k ↪ata wybrano punkt. Poprowdzić przez ten punkt prost ↪a wyci-
naj ↪ac ↪a z k ↪ata trójk ↪at o możliwe najmniejszym polu.

5. ZADANIA RÓŻNE

Zadanie 41. Czy na p laszczyźnie można wybrać 6 punktów i po l ↪aczyć je nieprzecinaj ↪acymi si ↪e
odcinkami, tak aby każdy punkt by l po l ↪aczony z dok ladnie czterema innymi?

Zadanie 42. Na p laszczyźnie dany jest zbiór n-punktów o tej w lasności, że wśród każdych czterech
punktów pewne trzy s ↪a wspó lliniowe. Udowodnić, że w tym zbiorze jest przynajmniej
n− 1 punktów leż ↪acych na jednej prostej.

Zadanie 43. Prostok ↪at rozmiarów 2n× 2m pokryto ca lkowicie kostkami domino rozmiarów 1× 2.
Czy na to pokrycie można na lożyć drug ↪a warstw ↪e kostek domino tak, że żadna kostka
drugiej warstwy nie leży ca lkowicie na pewnej kostce pierwszej warstwy?

Zadanie 44. Odcinek d lugości 1 pokryto ca lkowicie innymi odcinkami. Wykazać, że wśród od-
cinków pokrywaj ↪acych można wybrać pewn ↪a ilość odcinków parami roz l ↪acznych o
 l ↪acznej d lugości nie mniejszej niż 1/2.

Zadanie 45. Ile dzielników ma liczba 2n3m5k, gdzie m, n, k s ↪a nieujemnymi liczbami ca lkowitymi?

Zadanie 46. W pola kwadratowej tablicy n × n wpisano liczby ca lkowite nieujemne tak, że jeśli
na przeci ↪eciu pewnego wiersza i kolumny stoi zero to  l ↪aczna suma liczb tego wiersza
i tej kolumny jest nie mniejsza od n. Wykazać, że suma wszystkich liczb wpisanych
w pola tablicy jest nie mniejsza niż 1

2
n2.

Zadanie 47. Iloczyn dziesi ↪eciu (niekoniecznie różnych) liczb naturalnych jest równy 1010. Jak ↪a
najwi ↪eksz ↪a wartość może przyj ↪ać suma tych liczb?

Zadanie 48. Wykazać, że dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi równość:

[
√

n +
√

n + 1] = [
√

4n + 2],

gdzie [x] oznacza cz ↪eść ca lkowit ↪a liczby x.

Zadanie 49. Obliczyć sum ↪e wszystkich liczb, które można otrzymać z liczby 1234567 dokonuj ↪ac
wszystkich możliwych przestawień cyfr.

Zadanie 50. Wyznaczyć wszystkie funkcje f : R → R, spe lniaj ↪ace warunek:

f(xy) =
f(x) + f(y)

x + y
,

o ile tylko x + y 6= 0.


