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ZADANIA PRZYGOTOWAWCZE

1. KOMBINATORYKA

W turnieju szachowym uczestniczy 30 zawodnikow (gra kazdy z kazdym jedna partie).
Wykazaé, ze w dowolnej chwili trwania turnieju pewnych dwdéch szachistow rozegrato
tyle samo partii.

Wykazaé, ze wsrod dowolnych 101 liczb catkowitych istnieja dwie ktorych réznica jest
podzielna przez 100.

W kazdym z 500 koszy znajduja sie jabtka, przy czym w koszu miesci sie nie wiecej
niz 240 jablek. Wykazaé¢, ze w przynajmniej trzech koszach jest taka sama liczba

jablek.

W trzydziestoosobowej klasie 20 uczniow uczy sie jezyka angielskiego, 14 niemieckiego
oraz 10 francuskiego. Zadne dziecko nie uczy sie wszystkich trzech jezykéw, a oSmioro
nie uczy sie zadnego z tych jezykéw. Ilu uczniéw uczy sie zarowno jezyka niemieckiego
jak i francuskiego?

Wewnatrz kwadratu o boku 1 umieszczono pewna ilos¢ okregéw o sumie obwodow
rownej 10. Wykazaé, ze istnieje prosta przecinajaca przynajmniej 4 okregi.

lle réznych par rozlacznych podzbioréw posiada zbior sktadajacy sie z 2003 ele-
mentow?

Wewnatrz tréjkata rownobocznego o boku 1 wybrano pie¢ punktéw. Wykazaé, ze
odleglo$¢ miedzy pewnymi dwoma punktami jest mniejsza od 0, 5.

Czy szachownice 10 x 10 mozna pokry¢ 25 jednakowymi plytkami w ksztalcie:
a) prostokata rozmiaréw 1 x 47
b) litery T skladajacej sie z czterech kwadratéw 1 x 17
c) litery L sktadajacej sie z czterech kwadratéw 1 x 17

Na ile sposobéw mozna wybra¢ m + n kul sposréd 2m jednakowych kul biatych i 2n
jednakowych kul czarnych?

Na konkurs matematyczny przybyto n uczniéw. Sa wsréd nich osoby znajace sie
wzajemnie, przy czym kazde dwie osoby znajace si¢ nie maja wspélnych znajomych
oraz kazde dwie osoby nie znajace sie maja dokladnie dwéch wspdlnych znajomych.
Wykazaé¢, ze kazdy z uczniéw ma taka sama liczbe znajomych wéréd uczestnikow
konkursu.

2. ZADANIA ARYTMETYCZNE

Wykazaé, ze jesli p > 3 jest liczba pierwsza, to liczba p? — 1 dzieli sie przez 24.

a) Wykaza¢, ze jesli x,y sa liczbami catkowitymi oraz 3 dzieli 2 + y2, to liczby z i
y sa podzielne przez 3.

b) Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite x, v, 2 spehiajace réwnanie 2% + y? = 322,
Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n® — n jest podzielna przez
120.

a) Czy liczba postaci 4k + 3 (k € N) moze byé przedstawiona w postaci sumy

kwadratéw dwoch liczb catkowitych?
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b) Wykazaé, ze jesli kazda z liczb a, b jest suma kwadratéw dwdéch liczb catkowitych,
to ab jest takze suma kwadratow dwéch liczb catkowitych.

Suma cyfr liczby trzycyfrowej A jest rowna 7. Wykazaé, ze 7 dzieli A wtedy i tylko
wtedy, gdy A ma réwne cyfry dziesiatek i jednosci.

Na ile sposobéw mozna przedstawié liczbe 2003 w postaci sumy pewnej ilosci kolej-
nych liczb naturalnych?

Wykazaé¢, ze jesli a,b sa liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, to réwnanie
ax + by = ab nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych z, y.

Rozwiaza¢ w liczbach calkowitych réwnania:
a) ry =1z + v,

b) 6x2 + by* = 74,

c) o3+ 23 + 423 = 6ayz.

Liczba A zapisana w systemie siddemkowym ma trzy cyfry, za$ zapisana w systemie
dziewiatkowym ma te same trzy cyfry, ale wystepuja one przeciwnym porzadku. Jaka
to liczba?

Wykazaé, ze istnieje 100-cyfrowa liczba podzielna przez 21%°

ktorej wystepuja tylko cyfry 11 2.

w zapisie dziesietnym

3. FUNKCJE, WIELOMIANY, ROWNANIA I NIEROWNOSCI

Wyznaczyé a,b tak aby wielomian z* + 2° + 222 + az + b byl kwadratem innego
wielomianu.

Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb a, b, ¢, z,y, ... zachodza nieréwnosci:

a) %—i—bg—kcz > ab — ac + 2be,

b) a® +b* +¢® > ab+ ac+ b,

c) a®+b*+c® < 2(ab+ ac+ be), gdzie a, b, ¢ sa dhugosciami bokéw tréjkata. Czy ta
nierownos¢é jest prawdziwa dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢?

d) Va2 + 02+ 2+ /22 + 12+ 22> Jla+2)2+ (b+9y)? + (c+2)2

Wyznaczyé¢ wszystkie pary (x,y) liczb dodatnich spehiajace réwnanie:

x Y 1

+ =—
r+y? oyt oay

a) Wykazaé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych xy, zs, . . ., x, zachodzi nieréwnos¢:

21+ 22+ 2| | [z] 4+ [
b) Wykazaé, ze jesli x # 1, to

l,nJrl -1
l+z+a”+- 42" =
r—1

c) Wykazaé, ze réwnanie

4 ax"  agr" -+ apx +a, =0,
gdzie a; € {—1,0,+1} nie ma rozwiazan w zbiorze (—oo, —2) U (2, +00).

a) Wykazaé, ze dla dowolnych liczb nieujemnych z,y, z zachodzi nier6wnos¢:

T+y+ 2z < /32492 + 22).
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b) Wykazaé, ze nier6wnosé
Va+1+v22x—34 50 — 3z < 12

zachodzi dla wszystkich wartosci z € R, dla ktérych lewa strona jest okreslona.

Czy istnieje funkcja f: Z — 7Z taka, ze
f(f(z)) =z + 1 dla kazdego x € Z,
gdzie Z oznacza zbiér liczb catkowitych.

Niech liczby z,y beda takie, ze x > y oraz xy = 1. Udowodni¢, ze zachodzi

nierownosé:

2 2

Y S 9va

r—y

Rozwigzaé uklad rownan:
Ty Tz yz
=a =0, =c,
r+y Tr+z Y+ 2z

gdzie a, b, ¢ sa danymi liczbami rzeczywistymi.

Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢ ze wykresy funkcji
y=axr+Db, y=bx +c, Yy =cx+a

maja punkt wspélny. Wykazac, ze a = b = c.

Wyznaczy¢ zbiér punktéw plaszezyzny, ktérych wspéhrzedne (z, y) spelniaja nieréwnosé:

2— =y~ /=P + (L -y > 0.

4. ZADANIA GEOMETRYCZNE

Na przekatnej BD kwadratu ABC'D wybrano punkt E. Punkty Oy, O, sa odpowied-
nio $rodkami okregéw opisanych na tréjkatach ABE, ADE. Dowiesé, ze czworokat
AO1EQO; jest kwadratem.

Na ptaszczyznie wybrano cztery punkty tak, ze nie leza one ani na jednej prostej ani
na jednym okregu. Wykazaé, pewien z tych punktow polozony jest wewnatrz okregu
do ktérego naleza trzy pozostate.

Dwusieczne AK i BM trojkata ABC przecinaja sie w punkcie O. Wykazaé, ze jesli
OK = OM, to albo ZBAC = ZABC albo ZACB = 60°.

Punkty A, B, C, D naleza do okregu o promieniu R i dziela go na cztery rowne czesci.
Wykazaé, ze jesli X jest dowolnym punktem tego okregu, to suma AX* + BX* +
CX* + DX* nie zalezy od polozenia punktu X.

Okrag o jest styczny do dwéch bokow tréjkata ABC oraz do dwéch jego srodkowych.
Wykazaé, ze trojkat ABC' jest rownoramienny.

Cieciwa okregu jest oddalona od jego $rodka o d. W kazdy z dwoch segmentow
sktadajacych sie z cieciwy oraz tuku okregu wpisano kwadrat, ktérego dwa wierzchotki
leza na cieciwie oraz dwa na okregu. Obliczy¢ réznice dlugosci bokéw kwadratow.

Wykazaé¢, ze w dowolnym tréjkacie suma diugosci jego sSrodkowych jest mniejsza od
obwodu oraz wieksza od 3/4 obwodu tego tréjkata.
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Promien okregu wpisanego w dany trojkat jest rowny 1. Wykazaé, ze pewna wysokosé
tego tréjkata ma dlugos$é nie mniejsza od 3.

Dane dwa kwadraty podzieli¢ na czeéci tak aby mozna bylo z nich zlozyé¢ jeden
kwadrat (wykorzystujac do tego kazda czesé).

Wewnatrz danego kata wybrano punkt. Poprowdzi¢ przez ten punkt prosta wyci-
najaca z kata trojkat o mozliwe najmniejszym polu.

5. ZADANIA ROZNE

Czy na plaszczyznie mozna wybra¢ 6 punktéow i potaczy¢ je nieprzecinajacymi sie
odcinkami, tak aby kazdy punkt byt polaczony z doktadnie czterema innymi?

Na plaszczyznie dany jest zbior n-punktow o tej wlasnosci, ze wsréd kazdych czterech
punktow pewne trzy sa wspotliniowe. Udowodni¢, ze w tym zbiorze jest przynajmniej
n — 1 punktow lezacych na jednej prostej.

Prostokat rozmiarow 2n x 2m pokryto catkowicie kostkami domino rozmiaréw 1 x 2.
Czy na to pokrycie mozna nalozy¢ druga warstwe kostek domino tak, ze zadna kostka
drugiej warstwy nie lezy calkowicie na pewnej kostce pierwszej warstwy?

Odcinek dtugosci 1 pokryto catkowicie innymi odcinkami. Wykazaé, ze wsréd od-
cinkéw pokrywajacych mozna wybra¢ pewna ilo$¢ odcinkéow parami roztacznych o
lacznej dtugosci nie mniejszej niz 1/2.

Ile dzielnikéw ma liczba 2"3™5%, gdzie m, n, k sa nieujemnymi liczbami catkowitymi?
W pola kwadratowej tablicy n x n wpisano liczby calkowite nieujemne tak, ze jesli
na przecieciu pewnego wiersza i kolumny stoi zero to taczna suma liczb tego wiersza

i tej kolumny jest nie mniejsza od n. Wykazac, ze suma wszystkich liczb wpisanych

w pola tablicy jest nie mniejsza niz in2.

2

Tlloczyn dziesieciu (niekoniecznie réznych) liczb naturalnych jest réwny 10'°. Jaka
najwieksza warto$¢ moze przyjaé¢ suma tych liczb?

Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi rownos¢:
[Vn+vn+ 1] = [V4n + 2],

gdzie [x] oznacza czes¢ catkowity liczby .

Obliczy¢ sume wszystkich liczb, ktére mozna otrzymaé z liczby 1234567 dokonujac
wszystkich mozliwych przestawien cyfr.

Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R, spelniajace warunek:
@)+ 1)
o ile tylko = 4+ y # 0.



